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Cil pfedmétu

Cilem pfedmétu je seznamit studenty se zdkladnimi postupy z oblasti statistické indukce, me-
todami analyzy kvalitativnich i kvantitativnich znakt a s elementy analyzy ¢asovych fad.

Vystupy z uceni

Student po absolvovani predmétu umi definovat zédkladni postupy z oblasti statistické indukce,
umi charakterizovat a aplikovat metody analyzy kvalitativnich 1 kvantitativnich znakl a ele-
menty analyzy Casovych fad. Absolvent umi shromazd’ovat, tfidit, zpracovavat a prezentovat
statistickd data.

Zakladni okruhy studia
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Metody popisné statistiky;

Zakladni statistické charakteristiky;

Pravdépodobnost a rozdéleni pravdépodobnosti a jejich ¢iselné charakteristiky;
Zakladni pravdépodobnostni modely;

Vybérova Setfeni, rozdéleni vybeérovych charakteristik a zéklady statistické indukce;
Testovani statistickych hypotéz;

Dvouvybérové testy;

Dalsi testy a analyza rozptylu,;

Jednoducha linearni regrese a korelace;

. Statistickd indukce v regresnim modelu;
. Vicerozmérna regrese a prognosticka aplikace regrese;
. Uvod do analyzy ¢asovych fad.

. Analyza ¢asovych fad.

Povinna literatura
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Kapitola 1: Metody popisné statistiky

0
h Klicové pojmy:

popisna statistika, statistické jednotky, znaky, proménné, zakladni a vybérovy soubor,
rozsah souboru, klasifikace proménnych, statisticka Setfeni, rozdéleni etnosti, histo-
gram, sloupkovy a vysefovy diagram, polygon, skupinové rozdéleni Cetnosti, viceroz-
mérné rozdéleni cetnosti, modus, median, koeficient mutability, nominalni a ordinalni va-

riance

ﬁCﬂe kapitoly:

- pochopeni zakladnich pojmi z popisné statistiky;
- seznameni s etapami statistického zkoumani;

- znalost pojmu tabulka rozdéleni ¢etnosti, intervalové rozdéleni ¢etnosti, dvouroz-

mérné tabulky rozdéleni ¢etnosti a prislusné statistické grafy;

- popisovani rozdéleni nominalni a ordinalni proménné ¢iselnymi charakteristikami.

Z Cas poti-ebny ke studiu kapitoly: 11 hodin




E=D vyklad:

Nastinéni obsahu kapitoly

Vznik a vyznam statistiky
Zakladni statistické pojmy
Etapy statistickych praci
Elementarni zpracovani dat (tabulky a grafy)
0 kvalitativni (nominalni) proménné;
0 potadové (ordinalni) proménné;
0 kvantitativni (numerické) proménné s malym a velkym poétem obmén;
0 vicerozmérné promenne.

Statistickd analyza nominalni a ordinalni proménné.

Zivot nedal nic lidem, co by nezaplatili velkou namahou

Horatius

Vznik a vyznam statistiky

Poznani stale pronikavéji zasahuje do vSech stranek naSeho zivota. Kazdych 10-15 let se mnoz-

stvi znalosti zdvojnasobuje. Orientace v oborech lidské ¢innosti a jejich vysledcich je stale na-

wevr

jsou zbozim). Jejich zkouméni a vyhodnocovani se stalo diilezitou naplni praktické i teoretické

statistiky.

- Prvni pouziti statistickych operaci — Cina, Rim pied nasim letopoétem: s¢itani obyvatel,

zatazeni do danovych skupin.

- Prvni statistické analyzy — 17. stoleti: Anglie - J. Graunt, W: Petty (zpracovani udaji z
matriky).

- Termin ,statistika“ vznikl v 18. stoleti (G.Achenwall):



- Latinsky status = stav — status rei publicae = stav véci vetejné — italské stato
= stat — statistico = statisticky, statistik — statistica = statistika.

- Statistikové byli vzd€lani muzi, ktefi byli velmi cenéni.

- Dalsi rozvoj statistiky 19. a 20. stoleti: Bernoullli, Laplace, Gauss, Pearson, Fisher,
Janko, Hajek.

Moderni statistika 20. stoleti vznikla z Gfednich zjiStovani, univerzitni statovédy, politické arit-

metiky a teorie pravdépodobnosti.
Lze ji chapat nejméné ve 3 pojetich: Jako
- Ciselné udaje o hromadnych jevech;

- praktickou ¢innost spocivajici ve sbéru, zpracovani a vyhodnocovani statistickych

udaju;
- teoretickou disciplinu, zabyvajici se metodami zkoumani hromadnych jevd.
Nachazi Siroké uplatnéni ve vSech oblastech lidské ¢innosti:
- Dbiologie, medicina, fyzika, technické discipliny,
- ekonometrie, marketing, socidlné-ekonomické vedy,

- vyznamna podpora pro manaZzerské rozhodovani.

Zakladni statistické pojmy
Hromadné jevy (opak individualnich jevt):
- masove se vyskytuji a mohou se libovolné opakovat;

- mé&fime je u prvka, které nazyvame statistické jednotky;
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- to co mefime, nazyvame statistické znaky ¢i proménné.

Statisticky soubor:



- urcita vécné, prostorove a ¢asoveé vymezena mnozina vSech zkoumanych statistickych

jednotek, u kterych zjistujeme hodnoty sledovanych statistickych znak;

- jednorozmérny, dvourozmérny, vicerozmérny;

- zékladni soubor (populace) a vybérovy soubor (vzorek) — obsahuje v§echny nebo jen

vybrané jednotky.

Rozsah souboru — pocet jeho statistickych jednotek:

- Zakladni: N;

- Vybérovy: n.

Rozdéleni statistickych znaki

Zakladni klasifikace:

Statistické znaky

(proménné)
- |
kvantitativni kvalitativni
(Ciselné) (slovni, kategorialni)

méfitelné 4|— poradove alternativni J— mnozné
nespojité L spojité

(diskrétni)

Zdroj: vlastni

Klasifikace podle stupnice, na které¢ jsou znaky méfeny:
- Nominalni (kvalitativni, slovni),
- ordinalni (pofadové),

- kardinalni znaky (kvantitativni, ¢iselné).



Etapy statistickych praci
Statisticka Setieni (zjist'ovani):
- pouziti sekundarnich dat (publikovana — CSU, CNB apod.),

- primarni data — ziskana od zpravodajskych jednotek nebo respondentt (pifimé pozoro-

vani, dotaznik, anketa; z vykazu).

- Rozhodna doba u intervalovych proménnych, rozhodny okamzik u okamziko-
vych proménnych.

- Setieni uplné = vy&erpavajici (cenzus) a netplné = diléi (vybér, zatizeno vybé-
rovou chybou); expedi¢ni, korespondencni (telefonické nebo pies internet).

- Vybér pravdépodobnostni = ndhodny (reprezentativni) a nendhodny (zamérny =

usudkovy, kvotni aj.).
- Statistické zpracovani (na pocitaci):
- kontrola dat, tabulka, tfidéni a shrnovani dat, ¢iselné charakteristiky.
- Statistické vyhodnocovani (rozbor) a prezentace dat:

- slovni text, prezentacni tabulka nebo graf, v prezenta¢nim programu na pocitaci.

Elementarni zpracovani dat
O nomindlni a ordinalni proménné:
- tabulka variant a jejich ¢etnosti (frekvenci)
- absolutnich n;j - pocet vyskyti i-té varianty,
- relativnich pi = ni/n - pomér vyskytu i-té varianty;

- graf rozd¢€leni Cetnosti:



sloupcovy diagram (histogram);

e vertikdlni = svisly nebo horizontalni = vodorovny,

e jednoduchy nebo skupinovy;

polygon rozdéleni ¢etnosti (lomena ¢ara);

vysecovy, kolacovy diagram;
- plosny graf.

- Tvary rozdéleni: jednovrcholové, vicevrcholové, symetrické, rizné Sikmé a Spicaté.

O poradové nebo kvantitativni proménné:
- Jednostupnové tfidéni do tabulky rozdé€leni ¢etnosti.

- U diskrétni proménné s malym poctem obmén vyjadiujeme:

hodnoty obmén x; (t¥idni znak),

- absolutni Cetnosti (frekvence) ni,

- relativni Cetnosti pi = ni/n,

- kumulované absolutni ¢etnosti Nj = n1+na+...+n;,
- kumulované relativni ¢etnosti Mj = p1+p2+...+pi:

e predstavuji tzv. empirickou distribu¢ni funkci,

e nasobené stem udavaji, jaké % rozsahu souboru mé mensi nebo rovnou
hodnotu proménné nez je xi,

e kumulované absolutni (relativni) ¢etnosti udavaji pocty (podily) statis-
tickych jednotek, pro které je uvazovana proménna rovna nejvyse Xi (tj.

X < Xi).
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- Rozdéleni znazoritujeme obvykle sloupkovym diagramem (histogramem) nebo

polygonem.

Priklad — viz Stuchly (1999a), s. 32-33.

U diskrétni kvantitativni proménné s velkym po¢tem obmén nebo u spojité kvantitamivni pro-

meénné vyjadiujeme tiidéni do tabulky tfidniho (intervalového) rozdéleni ¢etnosti.

- Pocet tfid nejcastéji urcuje Sturgesuv vzorec: k = 143,322 logio(n) (zaokrouhlime na

celé cislo).

- Obvykly pocet tiid k 5 — 20 (pti mensim — piilisna redukce dat a pfi vétsim — nepiehled-
nost vysledku).

- Délka tfidniho intervalu h =R/k (zaokrouhlime), variacni rozpéti R = Xmax-Xmin.

Piiklad — viz Stuchly (1999a), s. 33-34.

Elementarni zpracovani dat o vicerozmérné proménné:
- vice kontigenc¢nich tabulek — podle dvojic znaki (v R);

- kontingen¢ni tabulka s hierarchickou strukturou (vétveni v fadcich, resp. v sloupcich,

viz Excel);
Grafy: dvourozmérné histogramy, skupinovy diagram, bodovy (rozptylovy) diagram.
Specialni tabulky:
- asociacni tabulky — podle 2 kvalitativnich znakd;
- korela¢ni tabulky — podle 2 kvantitativnich znakd.

Priklad — viz Stuchly (1999a), s. 34-35.
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Statisticka analyza nominalni proménné
- Kategorie sefazujeme obvykle podle velikosti ¢etnosti nebo podle abecedy.

- Pokud se u urcitych otazek objevuje vice odpovédi, nedostaneme tabulku roz-

déleni Cetnosti, ale jen tabulku poctu voleb (vyhodnoceni procenty z poctu ob-

meén nebo z rozsahu vybéru).
- Poloha — modus (hodnota s nejvyssi Cetnosti).

- Variabilita:

v nz_zniz

- Koeficient mutability n(n-1)

e Je0<M<I,pfitom M = 0 znamend 1 obménu a M =1 je n obmén.
k 1 S
- Nominélni variance: nomvar = _1 _; P

¢ Interpretace je obdobnd jako u M.

Ptiklad — viz Stuchly (2011), s. 40.

Statisticka analyza ordinalni proménné
- Poloha — median (prostfedni hodnota) a modus.
4 Kk
- Variabilita - diskrétni ordinalni variance dorvar = K —121: M;(d-M;),
i=

kde M;, resp. Fi jsou kumulativni relativni ¢etnosti.

Piiklad — viz Rezankova-Loster (2009), s. 22.

Podrobnéjsi popis metod popisné statistiky najdeme zejména v ucebnici Cyhelsky (2001), s.
13-55.
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Tabulky rozd¢leni Cetnosti a jejich grafy lze ziskat v Excelu pro kvalitativni proménnou pomoci
prostiedku Kontingenc¢ni tabulka a pro numerickou proménnou pomoci ndstroje Histogram
Vv Analyze dat - viz Rezankova-Loster (2009), s. 39-42. Vypoéty je také mozné provést v inter-

aktivni nabidce R-Commanderu (viz feSeni nasledujicich tkoll).

Studijni materialy:
Zikladni literatura:

HINDLS, R. a kol. Statistika pro ekonomy. Praha: Professional Publishing, 2007. S. 11-29.
ISBN 978-80-86946-43-6.

STUCHLY, J. Statistika |. Cviceni ze statistickych metod pro managery. Praha: VSE Praha
1999. S. 30-36. ISBN 80-7079-754-1.

Doporucené studijni zdroje:

ARLTOVA, M. a kol. Piiklady k predmétu Statistika A. Praha: VSE, 2003. S. 7-26. ISBN 80-
245-0178-3.

BINA V. a kol. Jak na jazyk R. J. Hradec: FM VSE, 2006.

CYHELSKY, L. a kol. Elementdrni statistickd analyza. Praha: Management Press, 2001. S. 13-
55. ISBN 80-7261-003-1.

GIBILISCO, S. Statistika bez predchozich znalosti. Brno: Computer Press, 2009. s. 35-46.
ISBN 978-80-251-2465-9.

HINDLS, R. a kol. Metody statistické analyzy pro ekonomy. Praha: Management Press, 2000.
S. 11-17. ISBN 80-7261-013-9.

MAREK, L. a kol. Statistika pro ekonomy — aplikace. Praha: Professional Publishing, 2007. S.
11-20, 37-44. ISBN 978-80-86446-40-5.

MINARIK, B. Statistika | pro ekonomy a manazery. Brno: Mendelova zemédélska a lesnicka
universita, 1995. S. 9-58. ISBN 80-7157-166-0.
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REZANKOVA, H. a T. LOSTER. Uvod do statistiky. Praha: Oeconomica, 2009. S. 7-22, 39-
44, ISBN 978-80-245-1514-4

SEGER, J. aR. HINDLS. Statistické metody v trznim hospodarstvi. Praha: Vicoria Publishing,
1995. S. 9-29. ISBN 80-7187-058-7.

STUCHLY, J. Referencni karta pro systém R. Ceské Bud&jovice: VSTE C. Budgjovice, 2011.
(v elektronické forme — viz https://is.vstech.cz/auth/www/6384/)

WISNIEWSKI, M. Metody manazerského rozhodovani. Praha: Grada, 1996. S. 51-85. ISBN
80-7169-089-9.

1)

2)

3)

Otazky a ukoly

Pracujte se souborem byty.xls. Ukoly:
a) Nacist data do Excelu a charakterizovat typ jednotlivych proménnych;

b) vytvofit tabulku rozd€leni absolutnich a relativnich ¢etnosti podle proménné ¢tvrt’ a
znazornit je graficky histogramem, resp. sloupcovym diagramem nebo vyse¢ovym dia-

gramem (pouZit kontingencni tabulky a grafy);

¢) vytvorit tabulku rozdéleni vSech ¢etnosti podle proménné pocet obyvatel a znazornit
je graficky sloupkovym diagramem nebo histogramem (pouZit z analyzy dat histo-

gram);

d) vytvofit tabulku rozdéleni vSech Cetnosti podle proménné obytna plocha a znazornit

je graficky sloupkovym diagramem (pouzit z Analyzy dat Histogram v Excelu);

e) vytvofit kontingen¢ni tabulku pro proménné ¢tvrt, obytna plocha a vybaveni telefo-

nem
Pro proménnou a) étvrt’ b) kategorie ze souboru byty.xls urcete charakteristiky urovné
a variability a interpretujte vysledky.

Nactéte do programu R data ze souboru studenti.dat a uréete v tomto programu a) ta-
bulku rozdéleni Cetnosti a jeji graf pro proménnou ,,doprava®, b) tabulku rozdéleni ab-
solutnich a relativnich ¢etnosti a histogram pro proménnou ,,vyska“. ¢) dvojrozmérnou

tabulku rozdg€leni Cetnosti pro proménné ,,pohlavi“ a ,,vyska“ a znazornéte je graficky.
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Ukoly k zamysleni a diskuzi

1) Jaka kritéria budete povazovat za dulezita pii sestavovani reprezentativniho vybéru

2)

osob pro a) predvolebni pruzkum, b) marketingovy prizkum prodeje aut, ¢) prazkum
ohrozeni populace cévnimi chorobami? Vyberte z téchto navrhovanych: vék, krevni
tlak, pohlavi, barva o¢i, narodnost, velikost obce bydlisté, Clenstvi v politické strané,

vvvvvv

Zkuste navrhnout dal$i kritéria!

Sestavte statisticky soubor ze svych pratel a znamych a rozttid'te je souc¢asné podle po-
hlavi a podle toho, zda jsou kuféci ¢i nekufaci. Sestavte asociacni tabulku a znazornéte

ji graficky.
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O— Kli¢ Kk FeSeni otazek:

1) a) Klasifikace statistickych znakti a popisné statistiky v Excelu: Nominalni mnozna:
Ctvrt, nominalni alternativni: Telefon, ordinalni: Kategorie, numerické diskrétni: Pocet

obyvatel, numericka spojitad: Obytna plocha a Najemné.

b) Sloupcovy diaagram a kolacovy diagram c¢tvrti, tabulka rozdéleni Cetnosti a histo-

gram poctu obyvatel:

Rozloieniabsolutnich ¢etnosti - , . ,
e et Rozloienirelativnich
14 - ¢etnosti ¢tvrti
T 0,07
10 -
s | m'Hove_Mesto'
o ¢ = ot BV inchra dy’
4 4 " W '"Husle'
£ .: mVysehrad
o
‘Hove_Meste'  'Winohrady' "Musle' Wysehrad
c)
poc.ob. Cetnost
1 3
2 6
3 7
4 8
5 4
6 2
Soucet 30
Histogram
9
8
7
g
=
24
>(.) 3
2
1 W
0 m Cetnost
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d) Varia¢ni rozpéti je R = 116,0 - 34,8 = 34,8. Podle Sturgesova vzorce je pocet tiid
k=1+ 3,322 log 30 = 5,907. Délka ttidniho intervalu je h = 81,2/5,907 = 13,746. Pro

lepsi prehlednost zaokrouhlime h = 10. Ttidni rozdéleni Cetnosti a sloupcovy diagram:

Obytna plocha (v m?) Xi ni pi N; Mi
31-40 35 1 0,033 1 0,033
41-50 45 2 0,067 3 0,1
51-60 55 5 0,167 8 0,267
61-70 65 8 0,267 16 0,534
71-80 75 6 0,2 22 0,734
81-90 85 4 0,133 26 0.867

91-100 95 2 0,067 28 0,934
101 - 110 105 1 0,033 29 0,967
111-120 115 1 0,033 30 1
Soucet X 30 1 X X
Sloupcovy diagram
10 - 8
- 8
g 6
9 ; = Cetnost
0
PRPORD P OQQ§;>
ob.plocha

e) Kontingen¢ni tabulka s hierarchickou strukturou a jeji dvourozmérny histogram:

Pocet z Ctvrt’ Ob.plocha
Ctvrt’ Telefon 30-55 55-80 80-105 105-130 | Celkovy soudet
'‘Nove_Mesto' | 'ano’ 1 4 2 7
'ne’ 1 1 1 3
Celkem z 'Nove Mesto' 2 5 3 10
‘Nusle' ‘ano’ 2 2
'ne’' 2 2 4
Celkem z 'Nusle' 2 2 2 6
"Vinohrady' ‘ano’ 6 2 8
'ne’' 3 1 4
Celkem z 'Vinohrady' 9 2 1 12




'Vysehrad' | ‘ne' 1 1 2
Celkem z 'Vysehrad' 1 1 2
Celkovy soucet 5 17 7 1 30

6
5
4
3
m 30-55
2 = 55-80
1 = 80-105
105-130
re) 55-80
8 . . 30-55
. c .o >
8 El ] % £ - % q:') he)
(SN ) S3 e = - . @
3 p4 SIS © £
z T E =3
£ S ;

2) a) Jde o nominalni proménnou. Pro vypocet pouzijeme tabulku

Ctvrt ni bi n2 0

'Nove Mésto' 10 0,333 100 0,111
‘Vinohrady' 12 0,400 144 0,160
'Nusle' 6 0,200 36 0,040
'Vysehrad' 2 0,067 4 0,004
Soucet 30 1 284 0,316

Urovei popisuje modus = ,,Vinohrady*, variabilitu popisuje koeficient mutability

n? — 2 2 _
LD U Ui
n(n-1) 30(30-1)

nebo nominalni variance k K 4
nomvar =——| 1- > p/ |=——(1-0,316) =0,913.
k-1 = 4-1

Hodnoty blizké 1 ukazuji na velkou variabilitu (ménlivost) hodnot nominalni proménné

,,Ctvrt™,
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3)

b) Jde o ordinalni proménnou. Uroven charakterizuje modus nebo median, variabilitu

ordinalni variance. Dale postupujeme obdobn¢.

wewe

zkopirovanim na u¢ebné. Program R otevieme pomoci piislusné ikonky ,,R*“ (otevie se
R Konzola). V R Konzole napiseme piikaz library(Rcmdr) a odesleme ho Enterem. Tim
se otevie nadstavba R Commander. Obsahuje vstupni okno (Script Window) na vkladani
ptikazt, vystupni okno (Output Window), kde dostavame vysledky vypocti a Gplné dole
dialogové okno (Messages), V kterém se budou zobrazovat chybova hlaSeni ¢i jiné in-
formace. Zakladni poznatky o praci s systémem R jsou v Bina a kol. (2006) nebo m-
zeme pouzit Help v R Commanderu: Introduction to Rcmdr. Datovy soubor studenti.dat
nacteme z nabidky Data pomoci Import data from text file. (v dialogovém okné vypi-
Seme do okna Enter name for data set: studenti a po stlaceni OK zadame cestu k umis-
tnéni datového souboru). Tabulku nacteného datového souboru si miizeme prohlédnout
stlacenim tlacitka u Data set (v naSem piipad¢ se toto tlacitko oznacilo ,,studenti®). Tla-
¢itko Edit data set otvira editor dat (po provedeni editace ho zavirame kiizkem X v pra-
vém hornim rohu). Program rozliSuje velka a mald pismena a pouziva desetinné tecky.
VétSinu vypoctl je mozno provadét v R interaktivné (s vyuZitim nabidky R Comman-
deru), avsak né€které musime provadét ptikazové (vypsanim a odeslanim piislusného
piikazu ve vstupnim okn¢). Prehled ptikazli najdeme v Stuchly (2011). Modifikatory

k témto pfikaziim lze vyhledat v napovéde.

a) Popisna statistika v R:Urceni tabulky rozdéleni absolutnich a relativnich ¢etnosti a
jejich grafi pro proménou doprava pouzijeme V nabidce Statistics polozku Summa-
ries Frequency distribution (ozna¢ime proménnou ,,doprava“) a z nabidky Graphs
polozku Bar graph, resp. Pie Chart. Na vystupu se objevi tabulky rozd€leni ¢etnosti

a grafy (grafy se automaticky kresli do R Konzoly):

> .Table # counts for doprava

b

B M T V
19 9 7 25

N

> 100*.Table/sum(.Table) # percentages for doprava
A B M T \%
3.225806 30.645161 14.516129 11.290323 40.322581
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Frequency
15 20 25
I

10

doprava

A B ! T A

doprava

b) ProtoZe R-ko kresli histogram jen pro kvantitativni proménné a tabulku rozdé¢leni
pocitad jen pro kategoridlni proménné, nakreslime nejdiive histogram pomoci nabidky

Graphs a polozky Histogram a proménou ,,vyska“:

frequency

T T T T
160 170 180 190

studenti$wyska

Z grafu vidime, Ze optimalni tfidni rozdéleni Cetnosti (zalozené na Sturgesové vzorci)
je do 8 tiid délky 5 na intervalu od 150 do 200 cm. Budeme proto kategorizovat vysky
do téchto t¥id v Data - Manage variables in active data set - Compute new variable
(vyplnime New variable name: vyska_k, Expression to compute: cut(studenti$vyska,

breaks=seq(150,200,by=5)), v editoru se objevi nova kategorialni proménna vyska k,
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zavieme editor a pouzijeme pro ni Statistics Summaries Frequency distribution a do-

stane rozdéleni absolutnich relativnich ¢etnosti:

> .Table # counts for vyska k

(150,155] (155,160] (160,165] (165,170] (170,175] (175,180] (180,185] (185,190]

1 2 9 6 10 12 11 7
(190,195] (195,200]

4 0
> 100*.Table/sum(.Table) # percentages for vyska k

(150,155] (155,160] (160,165] (165,170] (170,175] (175,180] (180,185] (185,190]
1.612903 3.225806 14.516129 9.677419 16.129032 19.354839 17.741935 11.290323
(190,195] (195,200]
6.451613 0.000000

Kumulované ¢etnosti se pocitaji pomoci piikazu
cumsum (table(studenti$vyska k))

a kumulované relativni ¢etnosti (v %) pomoci piikazu

cumsum(100*table(studenti$vyska k))/sum(table(studenti$vyska k))

¢) Pouzijeme Statistics Contigency tables - Two-way table, zaskrtneme pohlavi a vy-
ska_k a No percentages (pro absolutni ¢etnosti) nebo Percentages of total (pro relativni

cetnosti v %) a Chi-square test of independence zatim odSkrtneme.

vyska k
pohlavi (150,155] (155,160] (160,165] (165,170]1 (170,175] (175,180] (180,185]
M 0 0 0 1 2 10 11
7 1 2 9 5 8 2 0
vyska k
pohlavi (185,190] (190,195] (195,200]
M 6 4 0
Z 1 0 0

Graf dostaneme vypsanim programu:

par(mfrow=c(1,2))
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Hist(studenti$vyska[studenti$pohlavi=="M"], scale="frequency", main="muzi", col="darkgray")
Hist(studenti$vyska[studenti$pohlavi=="2"], scale="frequency", main="zeny", col="darkgray")

do vstupniho okna a jeho odeslanim pomoci Submit:

muzi zeny
p—
(=)
& [
[ [
e I
£ S
[y [
& & =
L]
_ = -
T T T T T T T T T T T T T
170 180 190 155 165 175 185
studenti fvyskalstudenti$pohlavi == "k’ studenti $vyska[studenti$pohlavi =="Z"
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Kapitola 2: Zakladni statistické charakteristiky

0
u Klicové pojmy:

¢iselné charakteristiky (miry) statistického znaku (proménné), prosty a vazeny aritme-
ticky prumér, vlastnosti priméru, modus, median, kvantily, kvartily, odlehla hodnota,
varia¢ni a kvartilové rozpéti, prosty a vazeny rozptyl, popula¢ni a vybérovy rozptyl, vlast-
nosti rozptylu, meziskupinovy a vnitroskupinovy rozptyl, smérodatna odchylka, varia¢ni
koeficient, absolutni a relativni kvartilova odchylka, koeficient asymetrie (Sikmosti) a $pi-
catosti, kovariance, korelac¢ni koeficient, kovarian¢ni a korelaéni matice, krabicovy dia-

gram

ﬁCﬂe kapitoly:

- pochopeni vyznamu jednotlivych ¢iselnych charakteristik statistického znaku;
- porozuméni vlastnostem aritmetického priméru a rozptylu;

- znalost vypoctu a vécné interpretace jednotlivych ¢iselnych charakteristik pomoci

vhodného software (Excel, R).

g Cas poti-ebny ke studiu kapitoly: 11 hodin
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E=D vyklad:

Nastinéni obsahu kapitoly.
Charakteristiky numerické proménné

- Charakteristiky polohy
- Charakteristiky variability

- Charakteristiky tvaru rozdé¢leni
Kvantilové charakteristiky
Grafické znazornéni Ciselnych charakteristik

Charakteristiky vicerozmérné veli¢iny

Struktura vykladu
Charakteristiky numerické proménné

Charakteristiky polohy (irovné)

- Popisuji obecnou uroveil znaku
- Udavaji stfed rozdéleni cCetnosti (sttedni hodnoty)

- Zname jiZ modus a median

Prameéry:

Motto: Statistika je predmet, ktery nds uci, ze kdyz stojime jednou nohou na

rozpalené plotné a druhou mame v mrazaku, jsme na tom v prioméru dobre.

Prosty aritmeticky primeér

1
- popula¢ni ”:ﬁz X;
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1 n

- vybérovy X==Y X,

N

- Interpretace aritmetického priiméru — jaka cast z celkového thrnu pfipadne na jednu

jednotku;

Vv v

- Z dat agregovanych v tabulce rozdé€leni ¢etnosti dostaneme vazeny pramer:

1 k
vahy — absolutni ¢etnosti nj: XZH; X;n;
k
vahy - relativni ¢etnosti pi: XZZ X P;
i=1

Vlastnosti aritmetického priméru:

a)

Pti¢teme-li k jednotlivym hodnotam znaku konstantu, zvysi se o tuto konstantu
1 aritmeticky primeér.

Aritmeticky primér konstanty je opét roven konstantg.

Nasobime-li jednotlivé hodnoty znaku konstantou, je touto konstantou nasoben
1 prameér.

Soucet jednotlivych odchylek od priméru je nulovy.

Soucet ¢tvercti odchylek hodnot znaku od jeho aritmetického priméru je mini-
malni.

Je-li statisticky soubor rozdélen na k dil¢ich podsoubori, v nichZ zname jednot-
livé diléi priméry Xi a podty pozorovani (absolutni &etnosti) ni, i = 1,....k, po-
tom celkovy aritmeticky primér se rovna vaZzenému aritmetickému prameéru dil-

¢ich priimért s vahami rovnymi absolutnim cetnostem.

- Uvedené vlastnosti je mozno zapsat pomoci nasledujicich vzorct:

Q) xtc=X+c b) CT=c;

C) CX=CX; ol)Z(xi ~X)=0;
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- Kromé aritmetického pruméru pouzivame v nékterych situacich harmonicky, geome-

tricky nebo kvadraticky pramér — viz Hindls (2007), s. 32-34.
Priklad:

- Doba pobytu pacientti v nemocnici je5 9 6 6 9 8 9 6 38 5 9.
- Aritmeticky pramér je

110 _

‘:Ein:i(5+9+6+6+9+8+9+6+38+5+9): 10.
n= 11 11

- Je aritmeticky prumér za 1. tyden dostatecné spolehlivou (typickou) stiedni hodnotou,
kdyz deset z jedenacti pacientl stravilo v nemocnici kratsi dobu nez 10 dni? (Vliv ex-
trémni hodnoty 38 dni.)

- Spolehlivgjsi je zde median (prostiedni hodnota): 5 5 6 6 6 8 9 9 9 9 38, median
=8.

Charakteristiky variability:

- Popisuji ménlivost (rozptylenost=variabilitu) hodnot znaku (vyrovnanost, homogenita
hodnot znaku).

- Mala variabilita znamend malou vzajemnou rtiznost hodnot znaku, v tomto ptipadé je
pramér dobrou mirou.

- Vysoka variabilita znaci velkou vzdjemnou odliSnost hodnot znaku, pak primér neni
dobra mira.

- Zname jiZ miru variacni rozpéti R = Xmax — Xmin.

Absolutni miry variability:

- Rozptyl prosty (variance)

1 N
2 7\ 2
. o'=—)> (X—X)°,
- populacni: N ;

1 n 2 1 n
2_ _ )2 o IRvaY
- vybsrovy: SX_H;(Xi X)* neho sx——n_li;(xi X)°.

- Charakterizuje rozptylenost hodnot znaku kolem aritmetického priméru.
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Pro ru¢ni vypocet je vhodné&jsi pouzivat nasledujici vypocetni vzorce misto predchaze-
jicich defini¢nich:
n

SZZEZ x2—X?, resp. s :L[Z xf—m‘(zj.
n= n-1=

Pro data shrnuta do tabulky rozdéleni ¢etnosti pouzivame:

13 1

R o2 7)2 2 20 g2

Vybérovy rozptyl vazeny S =HE (X; =X)°n; , resp. s :E E X n, —Xx-.
= e

Rozptyl métime ve ¢tvercich mérnych jednotek hodnot znaku. Proto je vhodnéjsi misto
rozptylu pouzivat jeho odmocninu. Dostaneme miru:

Smérodatna odchylka

- populacni c;
- vybérova s (resp. s”).

Absolutni odchylka

d=

S

n
Zl X — X |
i=L

Vlastnosti rozptylu:

1. Rozptyl konstanty je roven nule, tj. sz = 0

2. Rozptyl je vzdy nezaporny tj. sx® > 0.

3. Pricteme-li ke viem hodnotam znaku konstantu, rozptyl se nezméni, tj. Sx«c® =
S

4. Nasobime-li vSechny hodnoty znaku konstantou, rozptyl je ndsoben ¢tvercem
této konstanty, tj. Sex = 25,2,

5. Predpokladejme, Ze statisticky soubor o rozsahu n je rozdélen do k dil¢ich pod-
souborii kde zname diléi rozptyly si?, diléi priméry xi a dil&i Getnosti ni. Potom
rozptyl celého souboru je dan souctem rozptylu skupinovych priméra (mezis-
kupinovy rozptyl) a Véieng‘%rmsﬁ;ﬁl@_"}ém(a@ skupinpvélch rozptylt (vnitroskupi-

novy rozptyl), tj. — Zsi N
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Meziskupinovy rozptyl méii variabilitu mezi skupinami a vnitroskupinovy roz-
ptyl variabilitu vnitroskupinovou. Na principu tohoto rozkladu je zaloZena ana-

lyza rozptylu.

Relativni miry variability:

- Jedna se o variabilitu vztazenou na jednotku znaku.

S

x

-100%.

o
- Variatni koeficient Y = ; -100%, V(x)=

x|

- Udava, kolik procent priméru ¢ini smérodatna odchylka. Je-li V > 50%, je sou-

bor siln¢ nesourody a neni vhodné pouzivat X.

S C.S
. V(xtc)=——:; V(c-X)=—=—=V(X).
- Plati: ( ) X tC (c-x) cxX (x)

x| | »n

-V feSeném piikladu je V = 8,99.100/10 = 89,8% (siln¢ nehomogenni data).

Charakteristiky tvaru rozdéleni ¢etnosti:

- Koeficient asymetrie (Sikmosti) a Spicatosti rozdéleni ¢etnosti

- Charakteristiky jsou zaloZeny na srovnani stupné€ koncentrace malych a velkych
hodnot pozorovaného znaku.

- Je-li stejny pocet podprimérnych a nadprimérnych hodnot je rozdéleni syme-
trické — levy obrazek (primér = medianu).

- Prevazuji-li velké hodnoty, jde 0 rozdéleni s kladnou Sikmosti — prostfedni ob-
razek (primér > median).

- Pfevazuji malé hodnoty, jde 0 rozdéleni se zapornou Sikmosti — pravy obrazek

(primér < median).

Grafy symetrickych a asymetrickych rozdéleni:
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A = e r— awl — — —
Medi n L K U
Symetrické rozdéleni Kladna Sikmost Zapornd Sikmost

Ciselné charakteristiky tvaru rozdé&leni:

> (%~ %)

. . . . a =——"
- Koeficient sikmosti (asymetrie) X ns’

- Rozdéleni symetrické: ax = 0, zleva zeSikmené ax > 0, zprava zeSikmené ax < 0.
D (x =%
i:]'— —
=

. . . 3.
- Koeficient $picatosti ns;

- Spiéatost jako u standardniho normélniho rozdéleni: bx = 0, §picat&jsi bx > 0,

méné §picaté bx < 0.
Kvantilové charakteristiky

Urovei popisujeme kvantily. Z nich nejvice pouzivany je median.

p kvantil X, — bod, ktery deli hodnoty sefazené podle velikosti pfiblizné v poméru p:(1-
P).
- Pfesné;si zapis:
- (relativni ¢etnost jednotek xi, pro néz je Xi < Xp) > p;
- (relativni ¢etnost jednotek xi, pro n€z je xi > Xp) < 1 —p.
- Vypocet l1ze provadét z tabulky kumulovanych relativnich ¢etnosti.
- Medién Xo5 je prostiedni hodnota v posloupnosti dat srovnanych podle velikosti pfi li-
chém poctu méteni a prameér z prostiednich dvou méfeni pfi sudém poctu méfeni.
- Jinak feCeno: (aspon polovina hodnot je < Xo5 a nejvySe polovina je > Xo,5)
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- Jina oznadeni x50, X .
- Kvartily Xo,25, X050, X0,75.
- Decily Xo,1, X02,...,X0,9.
- Percentily Xo,01, X0,02, ..., X0,99.

Absolutni variabilitu popisuje:

Kvartilové rozpéti Rq = Xo.75 — Xo,25 & kvartilova odchylka Q = (Xo,75 — Xo0,25)/2.

Odlehlé hodnoty jsou hodnoty nizsi nez xo,25 — 1,5 Rq nebo vyssi nez xo,75 + 1,5 Rq.

Relativni variabilitu popisuje relativni kvartilova odchylka Qrel = (Xo,75 — Xo0,25)/ (X0,75 + X0,25)

Ptiklad: Budeme charakterizovat data z feSeného piikladu o pobytu pacientli Vv nemocnici roz-

ptylem a smérodatnou odchylkou. Vypocet provedeme v tabulce:

data pramér odchylka ¢&tv.odchylky &tv.dat
Xi < Xi- X xi- X)? xi’
5 10 -5 25 25
5 10 -5 25 25
6 10 -4 16 36
6 10 -4 16 36
6 10 -4 16 36
8 10 -2 4 64
9 10 -1 1 81
9 10 -1 1 81
9 10 -1 1 81
9 10 -1 1 81
38 10 28 784 1444
Soudet o] 890 1990

13 1
ros ‘ s?==) (x—X)? = —890 =80,9091dni>.
- Pocitame populacni rozptyl n IZ:l:( —X) 1

- Smérodatna odchylka je s = 8,99 dni — velmi vysoka variabilita zpisobend jednou ex-

trémni hodnotou.

r wr

Grafické znazornéni ¢iselnych charakteristik

Hodnoty kvantilovych charakteristik znazoriiujeme krabicovym diagramem v R. Krabicovy di-
agram — obdélnik, 2 vousy a body. Dolni a horni hrana obdélniku pfedstavuji dolni a horni
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kvartil, délici ¢ara uvnitt pfedstavuje median. Dolni vous piedstavuje mensi z hodnot Xmin a
X025 — 1,5 Rq a horni vous predstavuje vyssi z hodnot Xmax @ Xo,75 + 1,5 Rq. Body predstavuji

odlehlé (extrémni) hodnoty.

Celé rozd¢leni znazoritujeme histogramem nebo polygonem v Excelu nebo R. Z téchto grafii je

také mozné odhadnout piibliznou hodnotu Ciselnych charakteristik.
Vypocet &iselnych charakteristik v Excelu (viz Rezankova-Loster 2009, s. 39-42):

- pomoci statistickych funkci;

- pomoci popisné statistiky z Analyzy dat.
Vypocet ¢iselnych charakteristik v R Commanderu:

- interaktivné: Statistics-Summaries-Active data set, Statistics-Summaries-Numerical
summaries. .., Statistics-Summaries-Table of statistics... (pocita charakteristiky podmi-
néné hodnotami nominalni proménné), Statistics-Summaries-Correlation matrix...,

Graphs-Histogram, Graphs-Boxplot nebo pomoci piikazi (viz Stuchly 2011).

Ptiklady: Viz Stuchly (1999a), s. 41 (prosté Ciselné charakteristiky), s. 42 (vazené Ciselné cha-
rakteristiky)), s. 45 (rozklad rozptylu), s. 46 (charakteristiky tvaru rozd¢leni), s. 47-48 (grafy).

Charakteristiky vicerozmérnych proménnych

Podminéné praméry a rozptyly (pocitané v zavislosti na hodnotach kategorialni proménné).

- Vypocet v Excelu — vyfiltrovanim dat podle kategoridlni proménné a ptimo v R.
13 - 1 _
Kovariance Sy = COV(X,Y) = HZ(Xi =X)(Yi—Y) =HZ XY =Xy
i=1 i=1

- Obecné plati ij:yz = Sx2 + Sxy + Sy2,

- Jsou-li znaky X, y nezavislé, je sxey® = S¢° + 2.

SX
r,=cor (X,Y)=—".

5,8,

Korelaéni koeficient

- MEéfi tésnost linearni zavislosti. Plati:
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Fyx = Ixy,

1<y <1,

I'y= 1 < mezi proménnymi je pifima funkéni linedrni zévislost,
I'y=-1<>mezi proménnymi je nepiimad funkcni linedrni zavislost,
I'ry = 0 << proménné jsou nekorelované.

Jsou-li proménné x, y linearné nezavislé, je Sxy = rxy = 0.

Pro vice proménnych poc¢itame kovarianéni matici (na diagonale rozptyly, mimo kovariance) a

korela¢ni matici (na diagonale 1 mimo korela¢ni koeficienty).

Studijni materialy:
Zakladni literatura:

HINDLS, R. a kol. Statistika pro ekonomy. Praha: Professional Publishing, 2007. S. 29-47.
ISBN 978-80-86946-43-6.

STUCHLY, J. Statistika |. Cvicent ze statistickych metod pro managery. Praha: VSE Praha,
1999. S. 37-50. ISBN 80-7079-754-1.

Doporucené studijni zdroje:

ARLTOVA, M. a kol. Priklady k predmétu Statistika A. Skripta VSE, Praha 2003, s. 27-53,
ISBN 80-245-0178-3

BINA V. a kol. Jak na jazyk R. J. Hradec: FM VSE, 2006.

CYHELSKY, L. a kol. Elementdrni statistickd analyza. Praha: Management Press, 2001. S. 56-
81. ISBN 80-7261-003-1.

GIBILISCO, S. Statistika bez predchozich znalosti. Brno: Computer Press, 2009. S. 46-5. ISBN
978-80-251-2465-9.

HINDLS, R. a kol. Analyza dat v manazerském rozhodovani. Praha: Grada Publishing, 1999.
S. 12-40. ISBN 80-7169-255-7.
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MAREK, L. a kol. Statistika pro ekonomy — aplikace. Praha: Professional Publishing, 2007. S.
21-37. ISBN 978-80-86446-40-5.

MINARIK, B. Statistika I pro ekonomy a manazery. Brno: Mendelova zemédélska a lesnicka
universita, 1995. S. 61-93. ISBN 80-7157-166-0.

REZANKOVA, H. a T. LOSTER. Uvod do statistiky. Praha: Oeconomica, 2009. S. 22-45,
ISBN 978-80-245-1514-4.

SEGER, J. a R. HINDLS. Statistické metody v trznim hospodarstvi. Praha: Vicoria Publishing,
1995. S. 33-51. ISBN 80-7187-058-7.

STUCHLY, J. Referencni karta pro systém R. Ceské Budgjovice: VSTE C. Budgjovice, 2011.

(v elektronické formé — viz https://is.vstech.cz/auth/www/6384/).

WISNIEWSKI, M. Metody manazerského rozhodovani. Praha: Grada, 1996. S. 87-130. ISBN
80-7169-089-9.

WONNACOT, T.H. a R.J. WONNACOT. Statistika pro obchod a hospodarstvi. Praha: Victo-
ria Publishing, 1993. S. 33-48. ISBN 80-85605-09-0.

o Otazky a ukoly

1) Pracujte se souborem byty.xls. Reste v Excelu:

a) Nekolika vhodnymi zptisoby charakterizujte polohu proménnych obytna plocha
a pocet obyvatel. Pouzijte vhodné funkce Excelu.

b) Neékolika vhodnymi zptsoby charakterizujte absolutni a relativni variabilitu pro-
meénnych obytna plocha a pocet obyvatel. Pouzijte vhodné funkce Excelu. Inter-
pretujte vysledky.

c) Reste tkoly a), b) pomoci popisné statistiky v Analyze dat.

d) Urcete koeficient asymetrie a Spicatosti a ovéite, zda jsou ziskané vysledky
v souladu s grafem rozdg¢leni obou proménnych.

e) Urcete meze pro odlehlé hodnoty pro proménnou obytna plocha.

f) Urcete decily pro proménnou obytna plocha
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g) Pomoci filtru rozd€lte data proménné obytnad plocha podle kategorialni pro-
ménné vybaveni telefonem a urcete ptislusné podminéné primeéry a vybérové
smérodatné odchylky.

h) Urcete kovarian¢ni a korelacni matici pro proménné obytna plocha, pocet oby-

vatel a ndjemné a interpretujte vysledky.

2) Nactete do R data ze souboru studenti.dat. Ukoly:

a) Pro proménnou vyska vypocitat primér, standardni odchylku a kvartily a zna-
zornit vysledek krabicovym diagramem.

b) Pro proménnou vyska vypocitat podminény priameér, standardni odchylku a kvar-
tily podle pohlavi a znazornit vysledek krabicovym diagramem.

¢) Urcete kovarian¢ni a korela¢ni matici pro proménné vyska, vaha, test a interpre-

tujte vysledky.
3) Byla vypoctena primérna mzda 21037 K¢ a rozptyl mezd 360000. Urcete primérnou
mzdu a smérodatnou odchylku mezd, pokud

a) kazdy pracovnik dostane ptidano 500 K¢,
b) kazdy pracovnik dostane 1,5 nasobek platu,

c) kazdy pracovnik dostane pfidano 5% ze stavajiciho platu.
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o Ukoly k zamySleni a diskuzi

1) Predstavte si, ze n&jaky test pise velky pocet lidi a ze kazdy jednotlivy zak dosahne
piesné polovinu spravnych odpovédi. V tomto ptipadé bude smérodatna odchylka (vy-

berte a zdtivodnéte spravnou odpovéd):

a) rovna prameéru,
b) rovna medianu,
c) rovnanule,

d) smérodatnou odchylku nebude mozné urcit bez vice odpovédi.

2) Zamyslete se nad tim, jak dokazeme platnost vypocetniho vzorce pro rozptyl.

O— Kli¢ Kk FeSeni otazek:

1) Ciselné charakteristiky v Excelu: Vlozime data do sloupcti v Excelu.

a) Aplikujeme na piislusné sloupce v Excelu statistické funkce primér a median a
dostaneme pro obytnou plochu: prumér = 70,46, median = 69,35 a pro pocet
obyvatel: primér = 3,33, median = 3.

b) Pro absolutni variabilitu pouzijeme SMODCH.VYBER a kvartilovou odchylku
Q (pro jeji vypocet pouzijeme Q = (QUARTIL(D2:D31;3) - QUAR-
TIL(D2:D31;1))/2 dostavame pro obytnou plochu s = 17,63, Q = 10,5 a pro po-
cet obyvatel s = 1,40, Q = 1. Relativni variabilitu budeme charakterizovat vari-
aénim koeficientem V (V = SMODCH.VYBER/ PRUMER) a relativni kvarti-
lovou odchylku Qrel (Qret = (QUARTIL(D2:D31;3) — QUARTIL (D2:D31;1))/
(QUARTIL(D2:D31;3) + QUARTIL(D2:D31;1)). Dostavame pro obytnou plo-
chu V = 0,25, Qre = 0,15 a pro pocet obyvatel V = 0,41, Qrel = 0,33. Ob¢ pro-
ménné jsou homogenni, homogennéjsi je obytné plocha.

¢) Na karté¢ Data stladime tlagitko Analyza dat (instalace viz Rezankova-Loster

2009, s. 41) a vybereme polozku Popisna statistika. Ve vstupnim okn¢ vyplnime
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Vstupni data (sloupce obou proménnych), zaskrtneme popisky v 1. fadku a Cel-
kovy prehled. Dostaneme nésledujici tabulku vysledkd, kde jesté dopocteme V.
Kvartilové odchylky je lepsi pocitat pomoci statistickych funkci.

Ob.plocha Pocet obyvatel
Stf. hodnota 70,457 Stf. hodnota 3,333
Chyba stf. hodnoty  3,2191 Chyba stf. hodnoty 0,255
Median 69,35 Median 3
Modus 93 Modus 4
Smér. odchylka 17,632 Smeér. odchylka 1,398
Rozptyl vybéru 310,89 Rozptyl vybéru 1,954
Spicatost 0,5753 Spigatost -0,654
Sikmost 0,4713 Sikmost 0,084
Variacni rozpéti 81,2 Variaéni rozpéti 5
Minimum 34,8 Minimum 1
Maximum 116 Maximum 6
Soucet 2113,7 Soucet 100
Pocet 30 Pocet 30

Variaéni koeficient 0,2503 Variacéni koeficient 0,419

d) Vysledky jsou v piedchozi tabulce. Polygony ziskame z vkladani grafti v Excelu

a krabicové diagramy v R:

Polygon Polygon
10 10
N 8 8 -
26 2
g Z6
0 3 |

n_\’Q ;)Q (\Q CP \\Q (.}\'\

ob.plocha
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e)

f)

9)

100
1

30
|
Potet obyv

Ob plocha

60
!

40
1
1

Odlehlé hodnoty: Dolni odlehla mez = xo,25-1,5.Rq = 59,78-1,5.21 = 28,28, horni
odlehld mez = xo,75+1,5.Rq = 80,78+1,5.21 = 112,28 (dil¢i hodnoty pocitame
pomoci statistickych funkeci).

Pro p = 0,1 pouZijeme funkci =PERCENTIL($A$2:$3A$31;B2) a potahovanin
za pravy dolni rizek vysledkového okna dostaneme dalsi decily. Vypocet je

Vv nasledujici tabulce:

Ob.plo-
cha p Xp
82,6 0,1 52,18
57,3 0,2 56,84
70,4 0,3 62,13
65 0,4 65,54
48,4 0,5 69,35
103,8 0,6 71,68
73,6 0,7 77,8
43,5 0,8 82,92
66,1 0,9 93
93 1 116

Vyfiltrujeme proménnou Obytna plocha podle kategorialni proménné Telefon a
piekopirujeme ji do dvou sloupcii na novy list. Vysledky ziskdme pomoci funkci
PRUMER a SMODCH.VYBER. Pro byty s telefonem je praméra obytna plo-
cha 71,19 a sm.odchylka = 13,19 a byty bez telefonu 69,5 a 22,75. Byty bez

telefonu maji v priméru mensi obytnou plochu ale vyssi variabilitu.
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h) Pouzijeme z Analyzy dat nastroj Kovariance a Korelace a dostaneme kovari-

an¢ni matice a korela¢ni matice:

Ob.plocha Pocet obyv. Néjemné
Ob.plocha  300,523789
Pocet obyv. 12,9744444 1,88888889
Najemné 6950,89233 49,1666667 588580,82

Pocet

Ob.plocha obyv. Najemné

Ob.plocha 1
Pocet obyv.  0,5445605 1
Najemné 0,5226345 0,0466299 1

Mezi Poctem obyvatel a Obytnou plochou a Najemnym a Obytnou plochou je
sttedn¢ silnd linedrni piima zavislost, mezi Najemnym a Poctem obyvatel je

velmi slabéd linearni zavislost.

2) Nacteme soubor studenti.dat do R Commanderu.

a) Ciselné charakteristiky v R: Uzijeme z nabidky Statistics-Summaries-Numeri-
cal summaries. Ve vstupnim okné ozna¢ime proménnou vyska. Krabicovy dia-

gram dostaneme z Graphs-Boxplot. Vysledky:

mean sd 0% 25% 50% 75% 100% n
176.2903 9.48923 155 168.25 176 183 195 62
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b) Pouzijeme Statistics-Summaries-Table of statistics. Ve vstupnim okné oznac¢ime
proménnou vyska a pohlavi. Graf dostaneme opét z Graphs-Boxplot jen ve
vstupnim okné po oznaceni vyska stiskneme tlacitko Plot by Groups... a 0zna-

¢ime pohlavi. Podminéné praméry a rozptyly:

mean sd 0% 25% 50% 75% 100% n
M 182.7059 6.032887 170 178.25 182.0 186.75 195 34
Z 168.5000 6.647194 155 164.75 167.5 174.25 186 28

190
|

180
|

yyska

160
|

paohlawi

¢) Pro korela¢ni matici uzijeme Statistics—Summaries—Correlation matrix a pro ko-

varian¢ni matici ptikazu cov(studenti[,c("test","vaha","vyska")]). Vysledky:

>cor (studenti[,c("test","vaha", "vyska")],use="complete.obs")
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test vaha vyska

test 1.00000000 0.1833762 0.06266131
vaha 0.18337621 1.0000000 0.88564944
vyska 0.06266131 0.8856494 1.00000000

> var (studenti[,c ("test","vaha","vyska")], use="complete.obs")
test vaha vyska

test 265.769236 41.57787 9.6935438

vaha 41.577869 193.43443 116.885246

vyska 9.693548 116.88525 90.045479

Silna linearni pfima zavislost je jen mezi vahou a vyskou.

3) Piiklad vychazi z vlastnosti aritmetického priméru a z vlastnosti rozptylu. Ptidani 5%

vyjadiime jako vynasobeni konstantou 1,05.

a) x=21037 + 500 = 21537; sx = \(360000) = 600.
b) x=21037.1,5 = 31555,5; sx = V(1,5%.360000) = 1,5.600 = 900,
c) x=21037.1,05 = 22088,85; sx = \(1,052.360000) = 1,05.600 = 630.

40



Kapitola 3: Pravdépodobnost a nahodna veli¢ina

0
h Klicové pojmy:

vyznam pravdépodobnosti a jeji historicky vyvoj, nahodny pokus, nahodny jev, operace
S jevy, elementarni jev, zakladni jevovy prostor, uplny systém jevi, klasicka definice
pravdépodobnosti, kombinatorika, variace, permutace, kombinace, vlastnosti pravdépo-
dobnosti, podminéna pravdépodobnost, sloZzena, ahrnna a uplna pravdépodobnost, na-
hodna veli¢ina a jeji rozdéleni pravdépodobnosti, diskrétni a spojita nahodna veli¢ina,
distribu¢ni a pravdépodobnostni funkce, hustota pravdépodobnosti, stifedni hodnota, roz-
ptyl a kvantil nahodné veli¢iny, vicerozmérna nahodna veli¢ina a jeji rozdéleni, kovari-

anéni a korela¢ni matice

ﬁCﬂe kapitoly:

- pochopeni zakladnich pojmu z po¢tu pravdépodobnosti;
- porozuméni pojmu nahodna velic¢ina X a jeji rozdéleni pravdépodobnosti;

- znalost vypo¢tu a vlastnosti Ciselnych charakteristik nahodné veliciny.

Z Cas poti-ebny ke studiu kapitoly: 11 hodin
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E=D vyklad:

Nastinéni obsahu kapitoly.

Nahodny pokus a ndhodny jev
- Operace s ndhodnymi jevy
Pravdépodobnost ndhodného jevu
Opakovani kombinatoriky
Pravidla pro pocitani s pravdépodobnostmi
Uplna pravdépodobnost
Néhodna veli¢ina
Systém nahodnych veli¢in a jejich rozdéleni pravdépodobnosti
Ciselné charakteristiky nahodnych veli¢in
- Kvantily

Ciselné charakteristiky dvourozmérné nahodné veli¢iny

Struktura vykladu

Motto: Kdyby bylo vse jasné, tak by vam vSechno prislo uplné marné. Nuda by zaplavila svét

bez stinii jakymsi necitelnym zivotem tvorenym nekvasenymi dusemi. Nadéje, kterd zari na

temny prah, nevychazi ze svéta nadmérné jistoty

Marcel Proust, spisovatel

Nahodny pokus a nahodny jev

Uvod:

Teorie pravdépodobnosti studuje jevy a procesy, ve kterych se uplatiiuji prvky nahody.
Predstavuje statistickou moznost kvantifikovat neurcitost, s kterou se setkavaji firmy,
podnikatelé 1 manazefi.

Pravdépodobnost je jazykem neurcitosti.
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Neurcitost plisobi manazeram pii rozhodovani nemalé problémy. Kdyby manazer doka-
zal identifikovat presné disledky svych rozhodnuti, jisté by volil vzdy tu nejlepsi alter-
nativu. Pfesto musi manazer odhadnout diisledky alternativnich moznosti a ucinit jed-
noznac¢né rozhodnuti. K tomu musi umét situace popsat pomoci pravdépodobnosti.
Pravdépodobnost hraje dilezitou roli v marketingovém vyzkumu. Princip technik mar-
ketingového vyzkumu spociva v tom, Ze shromazdi data jen o vybérovém souboru
(napt. zdkaznikl) a pomoci metod pravdépodobnosti pirendsi zaveéry na celou populaci
(statisticka indukce - inference). Teorie pravdépodobnosti tvoii takto most mezi popis-
nou statistikou a statistickou indukci.

Historické zacatky pravdépodobnostnich zkoumani spadaji do 17. stoleti v souvislosti s
feSenim uloh z oblasti hazardnich her.

Dalsi rozvoj nasledoval v 19. stoleti a byl podminén prudkym rozvojem ptirodnich véd.
Teoretické zaklady pravdépodobnosti jako védy vybudovali matematici Bernoulli,
Laplace, Gauss, Poisson, Cebysev aj. Ve 30. letech naseho stoleti vypracoval A. N.
Kolmogorov matematickou teorii vystavby pravdépodobnosti.

Pravdépodobnost mé velky vyznam v pfirodnich a technickych védéach a ve statistice.
Buduje modely, které 1ze aplikovat ve vSech oborech ekonomické teorie a praxe.
Teorie pravdépodobnosti se nejdiive zabyva studiem ndhodnych jevi. Pti zavadéni to-
hoto pojmu vychazime z tzv. ndhodného pokusu. Pokusy, jejichz vysledky se méni, i

kdyz zachovavame stejné experimentalni podminky, nazyvame ndhodné pokusy.

- Napft. hod kostkou, hod minci, vybér kulicek z osudi, pfesné méteni tloustky
desticky ap.

Nahodné jevy — jednotlivé vysledky ndhodného pokusu nebo mnoziny téchto vysledkd.
Oznaceni A, B, resp. A1, Az,...,An,...
Jisty jev E, nemozny jev .
S jevy je mozno pracovat jako s mnoZinami, tj. mizeme zavést pojmy AcB, AoB, A=B
i sloZené jevy.
Operace s ndhodnymi jevy:

Jev A nazyvame opaény jev nebo komplementarni k jevu A. Slozené jevy AUB, ANB,

A-B aj. znazorfiujeme pomoci Vennovych diagramu.
Pro tyto operace plati pravidla, kterd zname z teorie mnoZin, napt. de Morganova pra-

vidia AuB:Z\mg, ANB=AUB.
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- Jevy A, B budeme nazyvat disjunktni (nesluéitelné jevy), kdyz AnB = &.

- Elementarni jev e - neda se dale rozlozit na sjednoceni podjevi.

- Zakladni jevovy prostor E je mnozina v§ech moznych jevi.

- Jevy As,...,An tvoii tplny systém jevi, kdyz plati:
- Q) Ain Aj =3, Vi, j=1,...n, i#],
- b) Aru A u...U An=E.

Ptiklad 1. Za nahodny pokus vezmeme hod kostkou. Potom:

- a) Elementarni jev je napt. es={6}.
- b) Zakladni jevovy prostor E = {1,2,3,4,5,6}.
- ¢) Nahodnymi jevy jsou napi. &, E, A={2,4,6} - padne sudé &islo, A ={1,3,5} - padne

liché ¢islo, B={5,6} - padne ¢islo vétsi nez 4. Plati
E=Je A=e, e, ue,B=g Uegs.
i=1

- Pfi opakovanych ndhodnych pokusech provadime pokus nékolikrat za sebou a pii kaz-
dém pokusu sledujeme uskuteénéni jevu A.
- Podle techniky provedeni pokusi délime pokusy na

- Nezavislé pokusy: v téchto pokusech neni v daném opakovani pokusu uskutec-

néni jevu A zavislé na vysledcich predchozich pokusii. Nezavislymi pokusy jsou
napf. ty pokusy, pii nichZ postupné vybirdme ze souboru urcité prvky a ty pied

dalS$im vybérem (opakovanim) vracime zpét do souboru — tzv. vybér s vracenim,;

- Zavislé pokusy: v téchto pokusech je v daném opakovani uskute¢néni jevu A

zavislé na vysledcich pfedchozich pokusi; zavislymi pokusy jsou napt. pokusy,
pii nichZ postupné vybirdme ze souboru urcité prvky a ty pred dalSim vybérem

(opakovanim) jiz nevratime zpét do souboru — tzv. vybér bez vraceni.

Pravdépodobnost nahodného jevu

- Pravdépodobnost nahodného jevu A je Cislo P(A), které mtizeme interpretovat jako miru

moznosti nastoupeni (realizace) ndhodného jevu.
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Existuje nekolik definic pravdépodobnosti. Historicky se zpusob zavadéni pravdépo-
dobnosti vyvijel od statistické pravdépodobnosti, ptes klasickou pravdépodobnost (za-
lozenou na kombinatorickych uvahach), geometrickou pravdépodobnost az po axioma-

tickou pravdépodobnost, ktera vSechny piedchazejici zptisoby zahrnuje a zobecnuje.

Klasicka definice pravdépodobnosti:

Necht’ zakladni jevovy prostor E je kone¢na n prvkova mnozina, pficemz vSechny ele-
mentarni jevy jsou stejn¢ mozné. Necht’ ndhodny jev A mé pravé m ptiznivych ptipadi.

Potom pravdépodobnost jevu A definujeme vztahem P(A)= n

Jina terminologie: P(A) je pomér poctu ptipadi ptiznivych jeva A ku celkovému poctu
vSech moznych vysledku ndhodného pokusu. )
V piikladu 1 je P(A)ZEf P( A)ZEf P(B):E:

Wl

Pii vypoctu P(A) v ptipadé€ zavislych i nezavislych pokusti vyuzijeme kombinatoriku.

Proto si ji zopakujeme.

Kombinatorika:

Je nauka o skupinach (mnozinach) prvkd. Nejjednodussi skupiny vzniknou, vybereme-
li z mnoziny n prvki podmnoziny k prvku (k-tici); k < n. Podle zplsobu vybéru rozli-
Sujeme:

Variace k-té ttidy z n prvki; vznikaji v pfipadé, ze pii vybéru zalezi na pofadi vybra-
nych prvkil. Variace délime na:

- variace bez opakovani: zadny jiz vybrany prvek se v k-tici nesmi opakovat; po-

cet variaci k-té tfidy bez opakovani z n prvki Vk(n) je dan vzorcem

n!
V,(n) = k) =n(n-=21---(n—k +1);
- variace s opakovanim: vybrané prvky se v k-tici mohou opakovat. Plati
Vi(n) = nk;

- permutace je variace n té tfidy z n prvki,
P(n) =n!=n.(n-7)...2.1 (tzv. faktorial);
Kombinace k-té téidy z n prvki; vznikaji v ptipad¢€, ze pii vybéru nezalezi na poradi
vybranych prvkii. Variace délime na:
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- kombinace bez opakovani: zadny jiz vybrany prvek se v K-tici nesmi opakovat;

pocet kombinaci k-té tiidy bez opakovani z n prvkt (kombinacni ¢islo) Ck(n) je
dan vzorcem

n] N n(n-1)--(n—k+1).

Ck(n):(k :k!(n—k)!_ k(k—-1)---2.1 ’

- kombinace s opakovanim: vybrané prvky se v k-tici mohou opakovat; pocet

kombinaci k-té tfidy s opakovanim vybirané z n prvki C’k(n) je dan vzorcem

c () :[n +: —1}

- Vlastnosti kombina¢nich &isel:

o () (-4l

e Excel umoziiuje v sestavé svych matematickych funkei pocitat i faktori-

aly a kombinacni ¢isla.

Piiklad 2. (klasicka definice pravdépodobnosti) Ze 75 zaméstnancii provozovny, mezi
nimiz je 50 muzi a 25 Zen, bylo vybrano 10 zaméstnanct. Jaka je pravdépodobnost jevu A,

ze byli vybrani sami muzi?
- Reseni.
- Vybirame 10 zaméstnanct ze 75, ve skupiné nezalezi na potradi ani se nemohou zamést-

nanci opakovat. Celkovy pocet moznych vybéra 75
N=C,,(75)= :

- Podobné¢ pocet ptiznivych vybért k jevu A je

m=c10(50>=(50}
10

50
- Hledana pravdépodobnost je m ( j
pa)="=39/_ ¢ 01239,
n (75

VR
Ne—

10

- Ve statistice se Casto pouziva statisticka definice pravdépodobnosti jako rela-

tivni Cetnost V sérii dostateéne velkého poctu n nezévislych ndhodnych pokust.
Obé& uvedené definice pravdépodobnosti nejsou pouZitelné pro jevy, jeZ nelze

aspon za podobnych podminek opakovat. V téchto piipadech mizeme pouzit
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definice tzv. subjektivni pravdépodobnosti jako stupné duvéry jednotlivce ve
vyskyt uvazovaného jevu.

-V exaktni teorii pravdépodobnosti se pouziva definice axiomaticka.

Zakladni vlastnosti pravdépodobnosti: //

- Zuvedenych definic dostaneme

a) 0<P(A) <1,
b) P(2) = 0, P(E) = 1,
¢) P(AUB) = P(A) + P(B), jsou-li A, B disjunktni jevy.

- Odtud lze odvodit dalsi vlastnosti, napf-.

B
. V o (>
d) P( A) =1-P(A) (pravdépodobnost opa¢ného jevu) of B_A

&) AcB = P(A) < P(B) (monotonnost), G _/
f) AcB = P(B-A)=P(B)-P(A) (subtraktivnost).

Podminéné pravdépodobnost:

- Podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky, zZe jiz diive nastal jev B, se definuje
vztahem P(A|B) = P(AnB) / P(B) , pro P(B) = 0.

Ptiklad 3. V telefonni ustiedné je ze 120 dratd 75 modrych a z nich je 54 zapojenych. Vybereme

nahodné modry drat. Jaka je pravdépodobnost, Ze je zapojeny?

S:n
- Reseni:
- Oznalime jevy: A - drét je zapojeny, B - drat je modry. Poci- ﬂ
tame: B(A B k54 £4
P(A|B)—g=ﬂ—&———0,72 |
P m 75 75
n 120

- Piimy vypocet podle klasické definice (misto zakladniho jevového prostoru S uvazu-

jemeB):  p(z| M)=%:O,72.
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Pravidla pro pocitani s pravdépodobnostmi

Nésobeni pravdépodobnosti (sloZzena pravdépodobnost):

Z definice podminéné pravdépodobnosti dostaneme
P(AnB) = P(A)P(BJ|A) = P(B)P(A|B)
- Matematickou indukci ziskdme zobecnéni:
P(A1nA2N...NA)=P(AD)P(A2 | A1)P(As] A1nAg...P(An | AirnAs...~Ani)
- Nezévislost ndhodnych jevi:

- Rikame, Ze jevy A,B jsou nezavislé, kdyz plati P(AnB) = P(A).P(B).

- Jsou-li jevy A, B nezavislé, je
P(A|B) =P(A), PB|A) = P(B).
- O n jevech As,...,An fikame, ze jsou nezavislé, kdyz pro kazdou podmnozinu r jevl z
mnoziny jevl A1,Az,...,An, 2<r<n (tj. pro kazdou dvoe'ici, trojici,...,n-tici z jeva Ag,
- PCALN AN N AL )=POALPCAL)--PCA)-
Az,...,An) plati
- Jsou-li jevy Ay,...,An nezavislé, jsou i po dvou nezavislé. Opaéné tvrzeni neplati.

K nezavislym jeviim jsou nezavislé i jejich dopliky.

Jsou-li jevy Ag,...,An nezavislé, potom plati:
P(A1nA2N...NAn)=P(A1)P(A2)...P(An)

Scitani pravdépodobnosti (thrnné pravdépodobnost):

- Plati P(AUB) = P(A) + P(B), jsou-li A, B neslucitelné jevy a
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB), jsou-li jevy A, B slucitelné.

- Zobecnéni pro 3 slucitelné jevy:
P(AuBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AnB)-P(ANC)-
P(BNC)+P(AnNBNC).

- Pro nezévislé ndhodné jevy plati

P(A1UA2U... UA) =1-P( A)P( A2)..P( An)
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Priklad 4. Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodn¢ vybrané ptrirozené ¢islo je délitelné 2 (jev A)

nebo 3 (jev B)?

A B E=N
_ Plati P(A) = 1/2, P(B) = 1/3, P(A~B) = 1/6. 2 4 e
- Jevy jsou slucitelné. Proto 8 alt%_

P(AuB) =P(A) + P(B) - P(AnB) =1/2 + 1/3 - 1/6
= (3+2-1)/6 = 2/3.
- Cislo je délitelné 2 nebo 3 s 66,7% pravdépodobnosti.

’

Uplna pravdépodobnost:

- Je-li AC.\__{HH

- P(H)>0, i=1,...,n a jevy Hi (nahodné hypotézy) tvoii uplny systém jevu ( viz obr.). Po-

tom plati: N
P(A):ZP(Hi)P(AlHi)' wos
i=1 Y
- Diikaz A= U(HiNA), HiNA
i=1 Hy
jsou nesluéitelné => Hy

P(A)=ZP(Am Hi):ZP( Hi)P(AH:).
i1 i=1
Piiklad 5. Viz Stuchly (1999a), s. 53.

- Slozené pravdépodobnosti je mozno pocitat i pomoci tzv. pravdépodobnostnich
stromu (viz Wonnacot, T. H. a Wonnacot, R. J. 1993, s. 76-100 a Stuchly 2004,
S. 84-86).

Nahodna veli¢ina

- Vysledkem vétSiny ndhodnych pokusii jsou realné ¢isla (napt. pocet poruch, celkovy

pocet padnutych bodii ¢1 minimum z poctu dosazenych bodi pii hodu 2 kostkami, pii-
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jem ¢i vydani ¢tytélenné rodiny apod.). Tedy vysledek ndhodného pokusu, dany real-

nym ¢islem, miizeme povazovat za hodnotu veli¢iny, kterou nazveme nahodné velicina.

Nahodné veli¢iny oznacujeme velkymi pismeny a jejich hodnoty odpovidajicimi ma-
lymi pismeny z konce abecedy a délime je na diskrétni a spojité ndhodné veliciny.

- Nahodna veli¢ina X je diskrétni, nabyva-li konecného nebo spocetného poctu hodnot.
Nahodna veli¢ina X je spojitd, muze-li nabyvat v§ech hodnot z kone¢ného nebo neko-

neéného intervalu.

Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné velic¢iny

- Nahodna veli¢ina je z pravdépodobnostniho hlediska pln€ popsana, je-li znamé jeji roz-
déleni pravdépodobnosti.

- Rozdéleni pravdépodobnosti je vztah mezi hodnotami ndhodné veliCiny (pro diskrétni

nahodné veli€iny), resp. intervaly hodnot (pro spojité nahodné veliciny) a jejich prav-

dépodobnostmi.

Rozdé&leni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné velidiny:

- Pro popis rozdéleni diskrétni ndhodné veli¢iny pouzivame pravdépodobnostni funkci

p(Xi), ktera je urCena zadanim pravdépodobnosti P(X = xi), i = 1,2,...,n, Ze ndhodna

veli¢ina nabude této hodnoty. Tyto pravdépodobnosti obvykle zapisujeme do tabulky:

Xi X1 X2 . Xn z

P(xi) P(X1) P(x2) . P(Xn)

- Grafickym zobrazenim tabulky je polygon rozdéleni pravdépodobnosti.

- Priklad viz Hindls a kol. (2007), s. 61-62.

- Zékladni formou popisu rozdéleni pravdépodobnosti je distribu¢ni funkce. Pro kazdé

realné ¢islo x udava pravdépodobnost, ze nahodné veli¢ina X nabyva hodnot < nez x.
Distribu¢ni fukci zna¢ime F(x) a definujeme ji vztahem
F(x) = P(X <x).

- Vlastnosti distribu¢ni a pravdépodobnostni funkce:

- F(x) je neklesajici, zprava spojitou funkci, nabyvajici hodnot od 0 do 1.
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- Plati F(-0) = 0, F(x0) = 1.
Pla<X<b)=F(b)-F@@= > p(x).

a<x<b

F(X) =" p(x).

- Distribucni funkce diskrétni ndhodné veliciny je schiiddkovita funkce.
- Priklad: Viz Marek a kol. (2007), s. 65-66.
-V starsi Ceské literatufe se obvykle uvadi modifikovana definice distribu¢ni

funkce s ostrou nerovnosti. Vlastnosti je potom tfeba upravit.

Rozdé&leni pravdépodobnosti spojité ndhodné veliiny:

- Distribu¢ni funkce spojité ndhodné veli€iny je spojitd rostouci funkce, 0 < F(x) < 1.
- Derivovanim distribu¢ni funkce dostaneme tzv.

hustotu pravdépodobnosti f(x).

- Plati f(x)=

dFd(X) R = j f(t)dt .

—00

- Vlastnosti hustoty pravdépodobnosti:
- Plati f(x) > 0 pro VxeR, ’

T f (x)dx=1,

P(a<X <b):_b[ f (x)dx.

- Dasledek: P(X=k) = 0.

Systém nahodnych veli¢in (vicerozmérna nahodna veli¢ina) a jeho rozdéleni

pravdépodobnosti

- Dvourozmérna nahodna veli¢ina — uspotadana dvojice (X, Y).

- Sdruzené rozdéleni pravdépodobnosti:

- Distribu¢ni funkce F(x,y) = P(X < X, Y <y).
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- Pravdépodobnostni funkce p(xi,yj) = P(X=Xi, Y=yj).
- Hustota pravdépodobnosti f(x,y) = F’xy(X,Y).

- Margindlni rozdéleni — rozd¢€leni slozek, napf.
- Fa(X) = F(x,0), Fa(y) = F(e0,y).

- Podminénd rozd€leni — rozdé€leni jedné veliCiny pii podmince, ze druha nabyla pfedem

zvolené hodnoty.
- F(Xly)=F(x,y)/F2(y) a podobn¢ zavadime podminénou pravdépodobnostni
funkci a podminénou hustotu.
- Veli¢iny X, Y jsou nezavislé, je-li jejich sdruzené rozdéleni rovno soucinu ptislusnych
marginalnich rozdéleni.

Priklad: Viz Hindls a kol. (2007), s. 70-71.

Ciselné charakteristiky nahodnych veli¢in

- Podobné jako u rozdéleni ¢etnosti poskytuji charakteristiky ndhodnych veli¢in koncen-

S 4

- Sttedni hodnota pro diskrétni a spojitou nahodnou veli¢inu X se zavadi vztahy

ZXi P;

E(X) =

T x f(x)dx.

- Vlastnosti stfedni hodnoty:
E(aX £ b) = aE(X) + b, E(k) =k,
E(XtY) =E(X) £ E(Y),
E(XY) = E(X).E(Y), kdyZ X,Y jsou nezavislé ndhodné veli€iny (tj. veli¢iny X,Y jsou

vysledkem nezavislych ndhodnych pokusit).

- Rozptyl pro diskrétni a spojitou nahodnou veli¢inu X se zavadi vztahy

2 [x-EX) T p;,
D(X)=E[X - E()]*=1 '

[” [x-E(X) ] f(x)dx.
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- Vlastnosti rozptylu:
D(X) >0,
D(k) = 0, D(a + bX) = b?’D(X),
D(X 1Y) =D(X) + D(Y), jsou-li X, Y nezavislé¢ nahodné veli¢iny,
D(X) = E(X?) - [E(X)]*
- Smérodatna odchylka o(X) = VD(X).

- p-kvantil spojité ndhodné veli¢iny X je Cislo xp, které pii daném p (0<p<l1) rozdéluje

mnozinu hodnot nahodné veli¢iny X tak, ze plati P(X<xp) : P(X>Xp) = p : (1-p)

- Pro spojitou ndhodnou veli¢inu plati

P(X <x,)=F(x,)=[2 () dx=p.

- Piiklady: viz Stuchly (1999a), str. 57-59.

0 X

- cov(X)Y) = E[(X - E(X))(Y - E(Y))] = E(XY) - E(X) E(Y).
- Kovarian¢ni matice (var(X) cov(X ’Y)j

cov(X,Y) wvar(Y)
- Koeficient korelace XYY cov(X,Y)
C a(X)a(Y)
- Plati-1<p(X,Y)<1.
- Jsou-li X, Y nezavislé = cov(X, Y) =0a p(X, Y) =0.
- Plati D(X £Y) = D(X) + D(Y) £ cov(X, Y).
- Marginélnich a podminénych rozdéleni zavadime obvyklym zptsobem.
- Zavislost podminéné stiedni hodnoty na proménné v podmince nazyvame re-

gresni funkci
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- Ptiklady: Viz Stuchly (1999a), s. 65-66.
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Otazky a ukoly

Volejbalového turnaje se zicastni 8 druzstev. Kolik kombinaci medailista (tj. prvnich,

druhych a tfetich umistnéni) celkem existuje?

Stroj vyrobil 20 vyrobk, z toho 5 vadnych. VSechny vyrobky jsou v jedné krabici. Ur-
Cete, kolika zplsoby lze vybrat 4 vyrobky tak, aby a) ani jeden nebyl vadny, b) byly
vSechny vadné, ¢) ve vybéru byly 2 vadné a 2 dobré, d) byl nejvyse jeden vadny, e) byl

aspon jeden vadny.
Urcete, kolika zplisoby je mozné rozmistnit sedm stejnych kulicek do tii krabicek.

Stroj vyrobil 20 vyrobkli, mezi nimi 3 nevyhovujici. Jaka je pravdépodobnost, Ze a)
mezi 4 vybranymi nebude ani jeden zmetek, b) dva vyrobky budou nevyhovujici, c)

mezi ttemi vybranymi vyrobky bude nejvyse jeden vadny?

V populaci jsou 3% lidi s inteligenci na Girovni geniality. 1% lidi z populace je souc¢asné

genialni a vénuje se védé. Urcete pravdépodobnost, ze ndhodné zvoleny génius je védec.

V osudi je 10 papirku, z toho 5 modrych a 5 ¢ervenych. Jaka je pravdépodobnost, Ze a)
prvni vytazeny papirek je modry a druhy ¢erveny, b) prvni vytazeny papirek je modry

a druhy rovnéz modry?

Na lince vznika 5% zmetkl. U vystupni kontroly je jako dobry vyrobek oznaceno 5%
Z nich. Naopak kontrola nepravem oznaci za zmetek 2% dobrych vyrobku. Jaka je prav-

dépodobnost, zZe kontrola vytadi vyrobek?
Na zakladé tdaji o prodeji v poslednich 4 tydnech bylo spocitano, Ze pocet zakaznikd,
kteti béhem jedné hodiny zakoupi novou polévku v plechovce od firmy Poleko (na-

hodna veli¢ina X), ma rozdélené pravdépodobnosti dané tabulkou

X

0

1

2

3

4

P(x)

0,15

0,16

0,20

0,18

0,15

0,10

0,06
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Vypotitejte a) P(X < 4), b) P2 < X < 6), ¢) P(X > 2), d) E(X), &) o(X).

9) V masokombinatu jsou zasoby Cerstvého masa skladovany v chladirnach, maximalné
vSak po dobu 5 dnii. Doba skladovani (tedy doba od ulozeni do expedice) je urena
poptavkou a z minulosti je zndmo, ze se jedna o ndhodnou veli¢inu (méfenou ve dnech,

oznacme ji X) s nasledujicim rozdélenim pravdépodobnosti

P(x)=4 15
0 jinak.

prox=1,2,3,4,5,

Napiste tabulku a) rozdéleni pravdépodobnosti, b) distribu¢ni funkce, ¢) vypocitejte P(X
> 2).

10) Nahodna veli¢ina X se fidi pravdépodobnostnim rozdélenim danym hustotou pravdépo-
dobnosti f(x) = 3x? pro 0 <x < 1.Uréete a) P(0 < X < 0,5), b) P(X > 0,75), ¢) P(X = 0,9),
d) Xo9, €) E(X), f) F(X) pro0 <x < 1.

o UkKoly k zamysleni a diskuzi

1) Diskutujte 0 tom, jakym zptisobem budeme pocitat pravdépodobnost v situacich, kdy

nejsou splnény podminky pro pouziti klasické definice pravdépodobnosti.

2) Zamyslete se nad tim, jaké poznatky z poctu pravdépodobnosti miize vyuzivat manazer

ke zkvalitnéni manazerského rozhodovani.

O— Kli¢ k FeSeni otazek:

1) Variace: V3(8)=8.7.6 = 0,336.

2) Kombinace: a) Ca(15)=15.14.13.12/4.3.2.1 = 1365, b) Ca(5)=Ci(5) = 5, ¢)
C2(15).C2(5)= 1050, d) C4(15)+C3(15).C1(5)= 3640, e) C4(20)-Ca4(15) = 3480.

3) Kombinace s opakovanim: C'7(3)=C7(9)= 36.
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4) Klasicka definice pravdépodobnosti: a) Ca(17)/C4(20) = 0,4912; b) C2(3)/C2(20) =
0,0158; c) [C1(3).C2(17)+C3(17)] / C3(20) = 0,9544.

5) Podminéna pravdépodobnost: Ozna¢me A -védec, B — genius. P(A|B) = P(ANB)/P(B)
=0,01/0,03 =0,333.

6) Nasobeni pravdépodobnosti: Oznaéme Aj - 1. je modry, A2 - 2. je modry, B - 2. je
cerveny. Potom a) P(A1NB2) = P(A1).P(B2JA1) = 5/10.5/9 = 0,2778; b) P(A1NA>) =
P(A1).P(Az|A1) = 5/10.4/9 = 0,2222.

7) Uplna pravdépodobnost: Oznaéme V - kontrola vyfadi vyrobek, D - vyrobek je dobry,
Z - vyrobek je zmetek. Potom P(V)=P(V|D)P(D) + P(V|Z) P(Z) = 0,02.0,95 + 0,95.0,05

= 0,0665.

8) Pravdépodobnostni rozdéleni diskrétni nahodné veli¢iny: Z tabulky rozdéleni pravdé-
podobnosti dostavame a) P(X < 4) = 0,84 nebo P(X <4)=1 - P(X > 4)=1-0,10-0,06 =
0,84; b) P(2 <X <6) = 0,63; c) P(X > 2) = 0,49; d) E(X) = Zxp(x) = 2,56; €) D(X) =
x2p(X) - [E(X)]? = 3,0864; o(X) = 1,7568.

9) a) Pravdépodobnostni funkce:

X 1 2 3 4 5 Soucet
p(x) |0,333|0,267| 0,2 |0,133]| 0,067 1
b) Distribu¢ni funkce:
X (-0.1) | <1,2) | <2,3) | <3,4) | <4,5) | <5,0)
F(x) 0 0,333| 0,6 08 10933 1

¢) P(X > 2) = 0,2+0,13+0,07 = 0,4.

10) Pravdépodobnostni rozdéleni spojité nahodné veli¢iny: a) P(0 < X < 0,5

0,5 3 0,5
[3x?ax {?i}
) 3

0

1
2 J—
¢) P(X>0,75) =0f7 R {

d) P(X=0,9)=0:;

=0,125;
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9)

09= [3x%dx= xS, => X, =3/0,9 = 0,9655;
0

1 1
E(X) = | x.3x%dx = Ex4 =0,75;
4
0 0

X 3 X
F(x)=.[3t2dt:{3t?} _ X,
0

0
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Kapitola 4: Zakladni pravdépodobnostni modely

0
u Klicové pojmy:

rozdéleni diskrétni a spojita, alternativni, binomické, hypergeometrické, normalni, nor-
mované (standardizované) normalni, chi-kvadrat, Studentovo t, Fisher-Snedeckerovo F,
Poissonovo, binomické, ziporné binomické, rovnomérné, logaritmicko-normalni, expo-

nencialni, multinomické, vicerozmérné normalni, centralni limitni véty

ﬁCﬂe kapitoly:

umét aplikovat binomické rozdéleni;

- umét aplikovat normalni rozdélenti;
- porozuméni zakladnim centralnim limitnim vétam;

- ziskat zakladni poznatky o rozdélenich chi-kvadrat, t a F.
g Cas potiebny ke studiu kapitoly: 9 hodin

E==} Vyklad:
Nastinéni obsahu kapitoly.
Alternativni rozdé€leni
Binomickeé rozdéleni

Normalni rozdéleni
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Centralni limitni véty

Dalsi rozdéleni diskrétni a spojité nahodné veliCiny

Struktura vykladu

Nor-
malni zdkon
chyby zaujima
ve zkuSenosti lid-
stva postaveni jed-
noho z nejSirSich zo-
becnéni piirozené filo-

s

sofie. SlouZi jako Fidici na-
stroj pii vyzkumech v oblas-
ti pfirodnich a spolec¢enskych
véd, v mediciné, zemédélstvi
a stavebnictvi. Je nepostradatelnym
nistrojem pro analyzu a interpretaci za-
kladnich informaci ziskanych pfi pozorovani
aniznych experimentech. W.J. YOUDEN
- U casto vyskytujicich se rozdéleni:
- funkce rozdéleni jsou tabelovany a graficky zndzornény
e v statistickych tabulkach (nékteré 1 v u€ebnicich statistiky),
e v sofwareovych prostiedcich (napt. Excel, R);
- to usnadnuje provadéni vypocti,
e viz statistické funkce v Excelu,

e viz nabidka Distributions v R Commanderu.

Alternativni rozdéleni A(m)

- Popis dichotomni populace.
- Rozdé&leni nula-jedni¢kové velic¢iny — kvantifikuje vysledek nahodného pokusu.
X ma rozdéleni A(m) - struéné zapisujeme: X ~ A(m).
- Nastane-li sledovany jev A, je X = 1 a nenastane-li jev A, je X = 0 (hod minci).
- Rozdéleni: X =1 s pravdépodobnosti m a X = 0 s pravdépodobnosti 1 - 7, kde
0<n< 1 je parametr rozdéleni, tj. pravdépodobnosti funkce je

p(x)=7x"(1=x)"", x=0,1
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- Plati E(X) =, D(X) = n(1-%).

Dtikaz: E(X)=1n + 0 (1-n) = &, E(X?)=m,
D(X)= E(X?)-[E(X)]>= n- n® = n(1-7).

Binomické rozdéleni Bi(n;m)

- Nn,m jsou parametry rozdé€leni;

- Je jednim z nevice pouzivanych rozd¢leni.

- Odvozeno z procesu znamého jako Bernoulliho pokus.
- Svédsky matematik James Bernoulii (1654-1705).

- Priklady situaci vedoucich k binomickému rozdéleni:

Hazime n krat minci. Vysledek hodu je ,,pana‘“ nebo ,,orel* - Bi(1;0,5).
Vyzkumna laboratot vyviji novy 1€k proti vysokému tlaku — ma obavy z
urcitych Skodlivych vedlejSich G€inkl. Ovéteni na vzorku 80 pacientl -
u 12 vedlejsi ucinky, u 68 ne - Bi(80; 12/80).

Firma vyrabi fotoaparaty vybavené elektronickym zafizenim pro auto-
matické nastaveni spravné rychlosti zavérky. Pro kontrolu spolehlivosti
této elektroniky firma ovétuje jeji funkci na nahodné vybranych 20 foto-
aparatech z vyrobni linky. Z testovanych 20 pfistroju jeden nefunguje
spravné - Bi(20;1/20).

- Jde o experimenty, u nichz jsou vzdy mozné dva vysledky U (tispéch) a N (ne-

uspéch). S nimi jsou spojeny pravdépodobnosti © = P(U), 1-tt = P(N).

- Piiklady Bernoulliho pokusii:

hazeni minci — ,,pana“ — ,,orel*“: © = 1-t =1/2.

vyvoj nového 1éku - vedlejsi Gcinky Iéku proti vysokému tlaku: m =
12/80, 1-r = 68/80.

Zkouska fotoaparatu - vadna zavérka: m© =1/20 (= 0,05), 1-n =19/20 (=
0,95).

- Nutné podminky pro binomické rozdéleni:
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e Experiment sestava z n Bernoulliho pokusii (pokusi, které maji jen dva

mozné vysledky).
e Pravdépodobnost Gispéchu = je stejnéd pro vSechny pokusy.
e Pokusy jsou vzdjemn¢ nezavislé (vybér s vracenim = nahrazovanim vy-

branych).

- Pravdépodobnostni funkce, tj. pravdépodobnost, ze v sérii n nezavislych opakovanych
pokusti se uspéch U (= jev A) objevi praveé x-krat je
n
p() =| |[7"A-7)""=p,,
X

kde x =0,1,2,...,n, 0<n<1 (Bernoulliho vzorec).

- distribu¢ni funkce vznikne nas¢itavanim p(x),
- vypocet a grafy vétSiny rozdéleni: Excel a R Commander.
- Vypoctem dostaneme Ciselné charakteristiky:
E(X)=nm,
E(X?) = n? r?+n n(1- n),
D(X)=E(X2)-[E(X)J*=n n(1- n),
o(X) = V[n n(1- n)].

Ptiklad: — Viz Stuchly (1999), s. 82-83.

Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci a jejich grafy pocitame v Excelu pomoci funkce Bl-
NOMDIST nebo v R Commanderu v Distributions-Discrete distribution-Binomial distribution

(zde ziskame 1 kvantilovou funkci).

Hypergeometrické rozdéleni H(N, M, n)

- Pouzivame ho pii vybéru bez vraceni — zavislé vybeéry (napt. sportka). Ma-li v populaci
o rozsahu N sledovany znak M jednotek, potom pravdépodobnost, Ze ve vybéru n jed-
notek bez nahrazovani bude se nachézet pravé k jednotek se sledovanym znakem (a

zbyvajicich ieNnotgk bez sledovaného znaku), je
k
Pv=

WK=K ) dek =max(0, n- N +M),...min(M.n).

o) 5



M M M YN -—n
. - E(XX)=n—, D(X)=n—|1-— :

Plati (X) N (X) N[ NjN—l
- Provelka N, n a pro n podstatn¢ mensi nez N (n/N < 0,05) Ize hypergeometrické rozde-

leni H(N, M, n) aproximovat binomickym rozdélenim Bi(n, M/N).
- Plati pak E(X) = nmt, D(X) = nn(1-7t)(N-n)/(N-1), kde = = M/N.

Ptiklad: — viz Stuchly (1999), s. 84.

Distribuéni funkei pocita Excel pomoci statistické funkce HYPGEOMDIS (zadavame pak pa-
rametry v poradi k, n, M, N). R Commander poc¢ita vSechny funkce a jejich grafy v Distributi-
ons-Discrete distribution-Hipergeometric distribution (dale zadavame parametry v poradi k,
M, N-M, n).

Normalni (Gaussovo) rozdéleni N(p;c?)
Je nejdilezitéjsi a nejcastéjsi pouzivané rozdéleni spojité nahodné veli¢iny.

- Podle centralni limitni véty k nému za urcitych podminek konverguji jina rozd¢lent.
- Predstavuje pravdépodobnostni model chovani velkého mnozstvi jevil v technice, pfi-
rodnich védach 1 ekonomii.
- Pouziva se tam, kde kolisani ndhodné veli€iny je zptisobeno souctem velkého poctu
nepatrnych vzéjemné nezavislych vliva.
- Napt. v teorii chyb.
- Bylo zavedeno v roce 1733 Abrahamem de Moivre (1667-54).
- Jespojeno i se jmény Laplace a Gauss.
- Hustota pravdépodobnosti - grafem zvonovita funkce (Gaussova kiivka).
- Maximum (median) je v bod¢€ x = p a inflexni body v X = pto.

1 _ (X*P)z

202

f(x)zo_me >

-0< X <0

- Grafy (pro rizné hodnoty parametrit):
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Density of N(-3;4), N(0;4), N(3;4) Density of N(2.5;1), N(2.5;4), N(2.5;16)

02F : 047

016 | / \ ] 03]
0 AN y i
i / \ ] 02F
008 ] i
i / \ ] 01f
004 | ] :

25 -0 -15-10 -5 0 5 10 15 20 2
X

-13 -8 -3 2 7 12 i

- Plati: E(X) = pu, D(X) = 6°
- P(u-o<X<u+o)=0,6827 (pravidlo jednoho sigma);
- P(u-20 < X <p+2c ) = 0,9545 (pravidlo dvou

1
r

sigma: 95,5% populace lezi v tomto intervalu);

- P(u-3c < X < p +30) = 0,9973 (pravidlo tii /

|
|
|
i
I
- | T
sigma w e P
. a-30 x-20 p lo  p  utlo ptZe gtde
| a—68.27% —=|
95 4% |
- 99.73° |

Normované (standardni) normalni rozdéleni N(0;1):

X—p .
Je-li X ~ N(u,6?) => Standardizované veligina je Y =~ N(O:1).

- Plati: E(U) =0, D(U) = 1. 1 u?
- % (1) = N
Hustota pravdépodobnosti je \/ﬁ

1 4L
- Distribu¢ni funkce (Laplaceova funkce) je (D(U)=Tj.e 2dt.
72- 00

- Je tabelovéana pro u > 0 (viz tab. I. v dodatku). :
- Prou<O0je o) =o¢(-u), d(u) =1- d(-u).

- Grafy hustoty a distribu¢ni funkce standardniho normalniho rozdéleni N(0;1):
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Normalni rozd8leni: n=0, o = 1 Normalni rozdéleni: p=0, ¢=1

hustota
02 03 04
I
0

distribugni funkce

0.1

0.0

Plati P(a <X <b) = P(a_/‘u<b‘“}¢(b‘”j@(a—_ﬂ}

(o} o (o} O

- Kvantil (kvantilova funkce) up je dtlezitym nastrojem ve statistice;

- Jsou tabelované v tab. Il. dodatku (pocita je Excel i R) a definované vztahem

P(U< up) = ®(up) = p, pro 0<p<l.

Kvantilova funkce je inverzni k distribu¢ni funkci.

Plati up=-uwp,

Xp = u + o Up (Uo,e75 = 1,96, Uo 025 = -1,96).
Distribu¢ni a kvantilovou funkci normovaného normalniho rozdéleni pocitame v EXx-
celu pomoci funkci NORMSDIST a NORMSINYV (lIze je také najit v statistickych ta-
bulkach v dodatku). Distribu¢ni a kvantilovou funkci obecného normalniho rozdéleni

pocitame v Excelu pomoci funkci NORMDIST a NORMINV. Tyto funkce a jejich
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grafy Ize také najit v R Commanderu (v Distributions-Continuous distribution-Normal

distribution).
Centralni limitni véty

a) Moivre-Laplaceova véta:

- Vyjadiuje konvergenci binomického rozdéleni k rozdéleni normalnimu

Je-li X~Bi(n, r), potom pro n velké plati

U=—2"" N1t Tim P(U < u) = ().

N nm(1-1)

Dusledek: Pro n velké 1ze rozdéleni Bi(n, 1) aproximovat normalnim rozdélenim N(nr;
nn(1-m)).

- Aproximace je dobra, je-li n > 9/ [n(1-%)] < min{nx; n(1- =)} > 5.

b) Lindebergova-Lévyho véta:

- Souget X = ¥ Xi, resp. pramér X, nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veligin (s
kone¢nymi stejnymi stifednimi hodnotami E(Xi)=p a koneénymi stejnymi rozptyly
D(Xi)=0?) m4 asymptoticky normalni rozdéleni N(np; nc2), resp. N(u; o2/n).

- Tj. pron velké plati_
U~ X-nup  X-p

on Jo?
- Odtud je P(a< U < b) =~ ®(b) - d(a).

Jn ~N(OD), tj lim P(U < u) = d(u)

Piiklady: — Viz Hindls a kol. (2007), s. 90-100 a Stuchly (1999a), s. 89.

Od normalniho rozdéleni se odvozuji dalsi tii typy rozde€leni, kterd jsou cCasto pouzivéna ve

statistice.

Xx2-rozdéleni (chi-kvadrat nebo Pearsonovo rozdéleni) xZ(n)

- Jsou-li Xg,...,Xn nezavislé nahodné veli€iny s rozdélenim N(0;1) potom S = X12 + X2
+...+ Xn? ma rozdéleni y%(n).

- nnazyvame stupné volnosti.
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- Jde o asymetrické rozdéleni (hustota — viz obrazek), které se pro velké n (alespon 30)

blizi k rozdéleni N(0;1).
- Plati E(S) =n, D(S) = 2n.

-V statistice jsou dilezité kvantily chi-kvadrat rozdéleni. Oznacujeme je y4%(n) a jsou

tabelované v tab. I11. dodatku pro n <100 (Excel i R Commanter je pocita).

- Znazornéni kvantild uvadi dalsi graf.

- Pro n>30 pocitame kvantily pomoci asymptotického vzorce

Vo (n)z%(\/Zn -1+ uw)2

n=1

n=2

n=3

n=4

N
o

Studentovo t-rozdéleni t(n)

- Necht' Xy, X2 jsou nezéavislé ndhodné veli¢iny

s rozdélenim N(0,1) a x?(n). Potom nahodna
X
veli¢ina T=—"2~t(n).
X
n

- npiedstavuje opét stupné volnosti.
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Plati E(T) =0 (pron > 1), D(T) =n/(n-2) (pron > 2).
Hustota rozdéleni t(n) je
- symetricka,
- graf podobny rozdéleni N(0;1) jen je plossi.
Pro velka n se graf blizi grafu rozdéleni N(0;1).
Dilezité jsou kvantily t-rozdéleni tu(n) a ti-o(n) = -ta(n) jsou tabelované v tab. 1V. do-
datku (je mozno je urcit v Excelu i R).

Pro n velké (n>30) je miizeme ptiblizné€ nahradit Ue.

Fisherovo-Snededecorovo F-rozdéleni F(n,m)

Jsou-li X1, Xz, nezavislé nahodné veli¢iny, pficemz X1 ~ ¥%(n) a X2 ~ x%(m), potom

nahodna veli¢ina —

- Zde n jsou stupné& volnosti Citatele a m stupné volnosti jmenovatele.

Na obréazku je uveden graf hustoty pravdépo- Rozdéleni F(15:25) — hustota
dobnosti. of

Kvantily F-rozdéleni Fo(n,m) jsou pro ob- /\

vyklé a > 0,5 tabelované v tab. V. dodatku / \

(najdeme je v Excelu i v R). Jsou definované f(x)o'e; / \

obdobné jako u rgfilﬁ}?ﬁi_xz(n),l °-4: / \
Proa<0,5je Fi.(mn)

y N

0 1 2 3 4

Z diskrétnich rozdéleni se jesté Casto pouzivaji Pois- X

sonovo rozdéleni P(L) — popisuje pocet jevil v prostorové jednotce nebo pocet udalosti v casové

jednotce, geometrické rozdéleni Ge(m) a zaporné binomické rozdéleni ZBi(n,r) popisujici pocet

neuspéchu do 1. Gspéchu, resp. do n-tého tspéchu. Viz Cyhelsky (2001), s. 157-159.

Ze spojitych rozdé€leni se jesté ¢asto pouzivaji rozdéleni rovnomérné rozdéleni R(a,b) v simu-

la¢nich metodéch, logaritmicko-normalni rozd&leni LN(p;62) Vv teorii spolehlivosti a Gi¢etnictvi,

68



exponencialni rozd¢leni E(A,d) v teorii spolehlivosti a v hromadné obsluhy a dal$i rozdéleni.
Viz Hindls a kol. (2007), s. 89-92 a Stuchly (1999a), s. 80-81.

Z diskretnich vicerozmérnych se pouziva multinomické rozdéleni, jako zobecnéni rozdéleni
Bi(n,m) (viz Cyhelsky 2001, s. 161-163) a ze spojitych vicerozmérné normalni rozd¢leni (viz
Stuchly 1999, s. 81-82, 85 a Cyhelsky .2001, s. 172-175).

Studijni materialy:
Zakladni literatura:

HINDLS, R. a kol. Statistika pro ekonomy. Praha: Professional Publishing, 2007. S. 76-103.
ISBN 978-80-86946-43-6.

MAREK, L. a kol. Statistika pro ekonomy — aplikace. Praha: Professional Publishing, 2007. S.
82-118. ISBN 978-80-86446-40-5.

STUCHLY, J. Statistika |. Cviceni ze statistickych metod pro managery. Praha: VSE, 1999. S.
74-90. ISBN 80-7079-754-1.

Doporucené studijni zdroje:

ARLTOVA, M. a kol. Priklady k predmétu Statistika A. Praha: VSE, 2003. S. 87-115. ISBN
80-245-0178-3.

CYHELSKY, L. a kol. Elementdrni statistickd analyza. Praha: Management Press, 2001. S.
149-185, 190-193. ISBN 80-7261-003-1.

HEBAK, P. a ). KAHOUNOVA. Pocet pravdépodobnosti v prikladech. Praha: Informatorium,
1994. ISBN 80-85427-48-6.

SEGER, J. aR. HINDLS. Statistické metody v trznim hospodarstvi. Praha: Vicoria Publishing,
1995. S. 77-100. ISBN 80-7187-058-7.
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WISNIEWSKI, M. Metody manazerského rozhodovani. Praha: Grada Publishing, 1996. S. 145-
172. ISBN 80-7169-089-9.

WONNACOT, T. H. aR. J. WONNACOT. Statistika pro obchod a hospodarstvi. Praha: Victo-
ria Publishing, 1993. S. 133-140. ISBN 80-85605-09-0.

1)

2)

3)

4)

5)

Otazky a ukoly

U piijimacich zkouSek na vysokou Skolu z angli¢tiny musi student v pisemném testu
zaskrtnout odpovéd’ u 20 otazek. U kazdé otazky jsou 4 moznosti a pouze jedna je
spravnd. Aby v testu uspél, musi student zaSkrtnout nejméné polovinu odpovéedi
spravné. Piestoze se student poctive pripravoval, test je narocny a on si je jist spravnou
odpovédi pouze u 8 otazek. U dalSich 12 zaSkrtava zcela ndhodné. Jaka je pravdépodob-
nost, Ze a) v testu uspéje, b) zodpovi spravné vsechny otazky, c) zodpovi spravné prave

15 otazek, d) zodpovi spravné alesponi 15 otazek, e) v testu neuspé&je?

Pouze 5 pracovnikil ur¢itého ministerstva pouZziva na Internetu komunikacni program
ICQ. Z 50 pracovnikli ministerstva, ktefi vyuZivaji ke své praci Internet, nahodné vybe-
reme 10 pracovniki. Jaka je pravdépodobnost, ze z téchto 10 pracovnikl program ICQ

pouzivaji a) prave 2 pracovnici, b) 0 pracovnik, c¢) vice nez 3 pracovnici?

Néahodna veli¢ina U mé normované normalni rozdéleni. Urcete pravdépodobnosti a

kvantily: a) P(U < 0), b) P(U > 2), ¢) P(U=0), d) P(-1<U<1), €) uo,e7s, f) Uo,05, h) Uo,g5.

Pravdépodobnost, Ze pfi daném vyrobnim procesu bude na urcitém stroji vyroben vadny
vyrobek, je 0,04. Jaka je pravdépodobnost, Zze z 250 vyrobenych vyrobku pocet vadnych
vyrobkil V bude alespon 5, ale nejvys rovny 15. Proved’te a) pfesny vypocet, b) vypocet
pomoci centralni limitni véty.

Z chovného rybnika bylo vyloveno 10 kaprt, ktefi byli zvaZeni a pustény zpét. Byla
vypocitana jejich primérnd hmotnost 2,852 kg. Na zékladé¢ namétenych hodnot byla
odhadnuta smérodatna odchylka hmotnosti kapra na 0,6 kg. Pfitom do rybnika bylo vy-
sazeno 1500 ks kapiiho plidku a pocita se s 20% umrtnosti. Jaka je pravdépodobnost,
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6)

1)

2)

3)

ze a) nahodné vyloveny kapr bude vazit mén¢ nez 2 kg, b) vylov celého rybnika pie-

sahne co do hmotnosti vylovenych kaprii 3400 kg?

Necht X a Y jsou ndhodné veli¢iny s y? rozdélenim s 10 a 8 stupni volnosti. Ktera z na-

sledujicich pravdépodobnosti je mensi P(X < 3) nebo P(Y < 2)?

Ukoly k zamysleni a diskuzi

Diskutujte o tom, které poznatky o pravdépodobnostnich rozdélenich lze vyuzit pfi re-

gulaéni kontrole jakosti a jak budeme postupovat?
Zamyslete se nad tim, jaky je vztah mezi kvantily rozdéleni t(n) a N(0;1).

Odlehl¢ hodnoty z dat pochazejicich z normalni populace 1ze ur¢ovat pomoci normo-
vané hodnoty znaku. Zamyslete se nad tim, jaké poznatky pouzijeme a jak toto urceni

provedeme.

O— Kli¢ Kk FeSeni otazek:

1)

2)

3)

4)

5)

Binomické rozdéleni: a) 0,842, b) 0, ¢) 0,011, d) 0,014, e) 0,158. Podrobnéji Marek a
kol. (2007), s. 83-84.

Hypergeometrické rozdéleni: a) 0,21, b) 0,311, c) 0,004. Podrobné&ji Marek a kol.
(2007), s. 92.

Standardni normalni rozdéleni: a) 0,5; b) 0,023; c) 0; d) 0,683; e) 0,317; f) 1,96; Q) -
1,645; h) 1,645. Podrobnéji Marek a kol. (2007), s. 97-102.

Normalni rozdéleni: a) 0,9278; b) 0,9203. Podrobné¢ji Hindls a kol. (2007), s. 99-100.

Ozna¢me vahu kapra X, a vdhu vSech vylovenych kapri vy — ixi_Potom X ~

i=1
N(2,852;0,62) a podle centralni limitni véty Y ~ N(nu;nc?), kde n = 0,8.1500 = 1200,
tedy Y ~ N(1200.2,852; 1200.0,6%) = N(3422,4; 20,7846%). a) P(X<2)= P((X-
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2,852)/0,6<(2-2,852)/0,6) = P(U<-1,42) = ®(-1,42)=1-d(1,42) = 1-0,9222 = 0,0778; b)
P(Y>3400) = 0,8594, nebot’ vystup rychlejsiho vypoctu v R Commanderu je:

> pnorm(c(3400), mean=3422.4, sd=20.7846, lower.tail=FALSE)
[1] 0.8594209

6) Chi-kvadrat rozdsleni: X ~ %2(10), Y ~ %2(8), P(X<3)=Fx(3)=0,018576 < P(Y<2)=
Fv(8)=0,018988 (distribuc¢ni funkci ur¢ime v Excelu).

72



Kapitola 5: Vybérova Setieni, rozdéleni vybérovych cha-

rakteristik a zaklady statistické indukce

0
u Kli¢ové pojmy:

vybérova Seti‘eni, statisticka indukce, reprezentativni vybér, prosty nahodny vybér, sys-
tematicky a kvotni vybér, zamérné vybéry, vybérové charakteristiky, vybérova rozdéleni
charakteristik, standardni chyba primeéru, vybérovy prumér, pomér a podil, bodové od-
hady, nestrannost, vydatnost, konzistence a eficience odhadu, intervalové odhady, koefi-
cient spolehlivosti, intervaly spolehlivosti pro normalni vybér, urcovani rozsahu vybéro-

vého souboru, asymptotické intervaly spolehlivosti

ﬁCﬂe kapitoly:

- popis metod vybérovych Setfeni;
- porozuméni principu ziskavani reprezentativniho odhadu;
- znalost zakladnich vybérovych charakteristik a jejich vlastnosti;

- stanovit a interpretovat bodovy a intervalovy odhad.

Z Cas potiebny ke studiu kapitoly: 11 hodin
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E=D vyklad:

Nastinéni obsahu kapitoly.

Zakladni pojmy z vyb&rovych Setfeni

Zakladni vybérové charakteristiky a jejich vybérova rozdéleni
Odhady parametrii

Bodovy odhad a jeho vlastnosti

Intervalové odhady

Intervaly spolehlivosti pro normélni vybér

Asymptotické intervaly spolehlivosti

Urcovani optimalniho rozsahu vybéru

Struktura vykladu

Nelze jist celého vola jenom proto,
abychom poznali, Ze to jde ztuha.

Samuel Johnson
Zakladni pojmy z vybérovych Setieni

Nekteré pojmy jsou jiz vysvétleny v tivodni ¢asti textu. Statistickym Setfenim rozumime ziska-

vani informaci (poznatkd, dat) o statistickych jednotkéach. Tyto informace poskytuji manazerim
podniki a organizaci podporu pii jejich rozhodovani. Takovéto informace maji jednu véc spo-
le¢nou. Jsou ziskavany obvykle pouze od vybraného souboru, a nikoli od celé populace. Vy-

chézeji pouze z poznani ¢asti urciteho celku.

Statistickd indukce se zabyvéa zobectiovanim usudki o vlastnostech zakladniho souboru zalo-

zenych na informacich ziskanych z vybérového souboru.
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Ziskéavani udajt o vSech jednotkach zékladniho souboru je Casto velmi pracné, zdlouhavé, na-

kladné a ve vétsing pripada to neni ani mozné (destrukeni zkousky). Proto postupujeme tak, ze

provedeme vybér ur¢itého poctu jednotek ze zékladniho souboru, u nich zjistime potiebné udaje

a poznatky o rozdéleni nebo o parametrech vybérového souboru a prenasime je indukci na cely

zékladni soubor (napf. zjiStovani nazoru zakaznikli na novy vyrobek, pifedvolebni prizkumy

preferenci jednotlivych kandidatt, statisticka kontrola kvality vyroby). Vybérovy soubor musi

byt uréen tak, aby reprezentoval celou populaci, tj. musi byt reprezentativni (vérna zmensenina

zékladniho souboru). Nejcastéji ho ziskdme nahodnym vybérem (napf. losovanim, pomoci ta-

bulek nahodnich ¢isel nebo simulaci téchto nahodnych ¢isel na pogcitaci).

Techniky $etieni:

Vycerpavajici Setieni (census) — nakladné, ne vzdy mozné (napf. s¢itani bytti a obyvatel

provadéna Ceskym statistickym tGfadem).

Vybérové Setieni — ekonomictéjsi, vysledky zatizeny vybérovou chybou (Ize ji odhad-

nout).
- Nereprezentativni vybéry — napt. anketa, metoda zakladniho masivu, zamérny

vybér (viz Hindls a kol. 2007, s. 109-110). Obsahuji navic nevybérové chyby,

které nelze odhadnout.

- Reprezentativni vybéry — zalozeny na nahodném vybéru a pouziti metod poctu

pravdépodobnosti.

Prosty ndhodny vybér — nejjednodussi a nejCastéji pouzivand metoda.

Kazda jednotka zakladniho souboru, ale i kazda n-tice méfeni musi mit stejnou pravdé-
podobnost, ze bude vybrana. Jednotlivé vysledky vybéru musi byt nezavislé.

Ziskdme ho vybérem s vracenim. Pfi velkém rozsahu zakladniho souboru (je alespoi 20

krat vétsi nez vybérovy soubor) je rozdil mezi vybérem s vracenim (nezavislé vybéry -

fidi se binomickym rozd€lenim) a vybérem bez vraceni (zavislé vybéry — fidi se hyper-

geometrickym rozdelenim) zanedbatelny. Z praktickych divodu pouzivame obvykle
vybér bez vraceni (analyzy ale provadime podle technik odvozenych pro vybér s vrace-

nim).

Technika pofizeni prostého ndhodného vybéru:
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- Vytvoifime nejdiive tzv. oporu vybéru, tj uplny seznam jednotek zakladniho sou-

boru a provedeme jejich ocislovani.

- Nahodny vybér zabezpeci reprezentativnost vybéru a tim i dobrou kvalitu ziska-

nych vysledku statistické indukce.

novy — viz Hindls a kol. 2007, s. 113-115).

Pti obtizném pofizeni opory miizeme pouzit systematicky vybér.

e Spociva ve vybéru kazdé j-té jednotky, pocinaje od prvé, kterd byla vy-
brana nadhodné;
e napt. kazdé paté, ma-li se vybrat 20% populace;
e podminka pro pouziti této techniky: jednotky z populace tvoii
nahodnou posloupnost nezavislou na sledovaném znaku;

e pozor na periodicity — napf. pfi vybéru novin.

-V marketinkovych a sociologickych vybérech se pouziva i kvétni vybér (napf.

respondenty vybirame podle kvdt stanovenych na pohlavi, vek, vzdélani).

Metody statistické indukce se vyuZivaji napt. v marketingovém vyzkumu trhu.

- Testovani novych vyrobkl u urcité skupiny zakaznikt pied jejich zavedenim na trh.

- Prodejni organizace maji zajem na tom, aby véd¢li, jak zakaznici vnimaji a ocenuji je-
jich vyrobky.

- Organizace poskytujici vetejné sluzby se stale vice zajimaji i o to, jak jejich aktivity

hodnoti obéané.

Metody statistické indukce zahrnuji:

- bodové a intervalové odhady

- statistické testy (parametrické, neparametrické).
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Zakladni vybérové charakteristiky a jejich vybérova rozdéleni

Vysledkem nédhodného vybéru o rozsahu n jsou hodnoty x1,X2,...,.Xn néjakého statistického

znaku, které miizeme povazovat za realizace n nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli-

¢in X1,X2,...,Xn. Toto rozdéleni budeme nazyvat rozdélenim zakladniho souboru. Z uvedenych

hodnot ndhodného vybéru poc¢itame rizné vybérové charakteristiky neboli statistiky, které jako

funkce nahodného vybéru jsou téz ndhodnymi veliCinami s urcitym rozdélenim pravdépodob-

nosti zavislym na rozdé¢leni zékladniho souboru. Jako ndhodné veli¢iny je budeme znacit vel-
., Lo Q2. . .. . e L, o o2 .
kym pismenem (napi. X , 9, ) a jejich realizace odpovidajicim malym pismenem X ,S, ). Déle

si uvedeme piehled nejpouzivangjsich vybérovych charakteristik a jejich vlastnosti.

A) Vybérovy priamér (Sample Mean)

n
Oznaéme X =— Z X; vybérovy primér z ndhodného vybéru n pozorovani vybranych
i1

ze zakladniho souboru se stiedni hodnotou p a rozptylem 2. Potom plati:

a) Vybé&rové rozdéleni statistiky X ma stiedni hodnotu

E(X)=np.
b) Vyb&rové rozdélent statistiky X ma rozptyl

2

D(X)= =
o
a standardni odchylku
(X)=—
c =—.
Jn

Odhad standardni odchylky (o nahradime s) nazyvame standardni chybou pruméru.

¢) Neni-li rozsah vybérového souboru n podstatné mensi nez rozsah zakladniho souboru

N, potom pro standardni odchylku plati
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o |N=n

CT()?)=\/H m

d) Je-li rozd¢leni zakladniho souboru normalni, potom standardni ndhodna veli¢ina

2B _Xou g
o(X) c

ma standardni normalni rozdéleni.

e) Neni-li rozd¢€leni zakladniho souboru normalni ale rozsah vybérového souboru n je
velky, potom podle centrdlni limitni véty mé veli¢ina U pfiblizné€ standardni normalni rozdé-

leni.

B) Vybérovy pomér (podil)

Ozna¢me X pocet tspéchi v alternativnim vybérovém souboru n pozorovani, kde prav-

dépodobnost uspechu je . Potom statistiku predstavujici pomér uspéchli

p=2
n

ve vybérovém souboru nazyvdme vybérovym pomérem a statistiku X nazyvame vybéro-

vym thrnem.

Potom plati:
a) Vybérové rozdéleni vybérového poméru P ma stfedni hodnotu
EP)=~x

b) Vybérové rozdéleni statistiky P mé rozptyl

n(l— )

D(X)=—
(X) -

a standardni odchylku
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n(l-n)

n

o(P)=

Veli¢inu o(P) nazyvame standardni odchylkou vybérového poméru P.

¢) Neni-li rozsah vybérového souboru n podstatné mensi nez rozsah zakladniho souboru

N, je

3 n(l—n)\/N—n
G(P)_\/ n \N-1'

d) Je-li rozsah vybérového souboru n velky, ma nahodna veli¢ina

P-n_ -

~o(P) w/Tc(l )

priblizn¢ standardni normalni rozdéleni.
Pro vybérovy thrn X plati

E(X) = nz, D(X) = na(1-7).

C. Vybérovy rozptyl (Sample Variance)

Oznatme S; zn— Z(X X)? vybérovy rozptyl z ndhodného vybéru n pozorovani
4=l

vybranych ze zakladniho souboru se stiedni hodnotou p a rozptylem c?. Potom plati:
a) Vybérovy rozptyl Sf ma stfedni hodnotu
E(S}) = 62
b) Rozptyl vybérového rozptylu zavisi na rozdéleni zakladniho souboru. Je-li toto roz-

déleni normalni N(p;c?), potom
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2c*
D(S;) = 1

(n-1)s?
2

o)

¢) Je-li rozdéleni zakladniho souboru N(p;6?), potom nahodna veli¢ina Y =

X —
H Jn ma Studentovo t-rozdéleni t(n-1).

ma rozd¢leni X2 (N—1) anahodna veli¢ina T =
X

d) Pro dva nezavislé ndhodné vybéry Xi,...,Xn, Y1,..., Ym,vybrané ze zakladnich souborii

0 rozsazich n a m s rozd&lenimi N(u1;61%), N(u2;62?), maji ndhodné veliginy

Fisherovo F-rozdéleni F(n-1,m-1) a normalni rozdéleni N(p1 - pi2; 612/n + 22/m).

Predpoklady o normalité rozdéleni zdkladniho souboru jsou v tvrzenich b)-d) podstatné. Ani

pii velkém rozsahu vybérového souboru je nelze vynechat.

Priklady: Viz Stuchly (1999a), s. 93-94.

Odhady parametri

Pro rozhodovani manazera je dulezité ziskavat informace a vyuzit je na odhady parametrd.
Napt.: Vladu zajima odhad mnoZstvi zbozi ze zahrani¢niho obchodu, nebo odhad preferenci
(0hrn a pomér); obchodniky zajima odhad urovné trhu s akciemi; spotiebitele zajimaji pru-

mérné ceny urcitého zbozi apod.

Jednou ze zékladnich uloh statistické indukce je odhad neznamych parametrti zakladniho sou-

boru pomoci ndhodného vybéru. Existuji dva zpiisoby odhadu:

Bodovy odhad - neznamy populacni parametr (populacni charakteristiku) odhadujeme jednim

¢islem vypocitanym z hodnot vybérového souboru.
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Intervalovy odhad - najdeme interval, v kterém dany parametr S velkou pravdépodobnosti leZi.

Bodovy odhad a jeho vlastnosti

Bodovym odhadem odhadujeme neznamy parametr zakladniho souboru pomoci jedné hodnoty
neboli bodu. Je potiebné rozlisovat mezi dvéma vyznamy pojmu bodovy odhad: odhadem jako
funkci nahodného vybéru, tj. ndhodnou odhadovou funkci (Estimator) a jeho realizaci, ktera

udava ¢iselnou hodnotu této nahodné veli¢iny (Estimate).

Ptredpokladejme, ze je dany nahodny vybér Xi,...,Xn ze zakladniho souboru popsaného urcitym
rozdélenim pravdépodobnosti. Neznamy parametr zakladniho souboru 6 odhadujeme vhodnou

funkci nahodného vybéru T(X4,...,Xn). Zapisujeme

é = T(Xll"'lxn)l

a vybérovou charakteristiku 6 nazyvame bodovym odhadem parametru 6. Napi. odhad popu-

la¢niho priiméru a populac¢ni smerodatné odchylky je

pox et Xy o =\/(xl—>?)2+---;r(xn->?)2.
n_

Aby byl pouzity odhad dobry, musi mit urcité vlastnosti. Mezi dilezité vlastnosti kvalitnich

statistickych odhada zafazujeme nestrannost, vydatnost, konzistentnost a postacitelnost.

a) Nestranny odhad:

Nestrannymi neboli nezkreslenymi odhady (Unbiased Estimator) parametru 0 jsou ty, jejichz

stfedni hodnota se rovna tomuto parametru, tj.
E(4) =0.

Tato vlastnost zarucuje, Zze nedochdzi k systematickému podhodnocovani nebo nadhodnoco-

vani skutecné hodnoty parametru. Protoze napft. plati

E(X)=n, E(S2)=0%, E(P)=r,
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jsou vybérovy prumér, vybérovy rozptyl a vybérovy pomeér nestrannymi odhady svych popu-
lac¢nich protéjski. Odhad, ktery nesplituje podminku nestrannosti, nazyvame vychyleny (Bi-
ased). Funkci

b(4,6) =E(4) -6

nazyvame vychylenim ¢&i zkreslenim (Bias) odhadu 4. Odhady spliujici podminku

limE (0)=0,

n—o0

nazyvame asymptoticky nestranné. Napf. pro rozptyl

1Q =
$2==3 (X, - X)?
n?_l( = X)

plati limE(S 2)=Iimn—_1c72=a2 a proto je S? asymptoticky nestrannym odhadem 2.

n—o N

b) Vydatny odhad:

Druhou pozadovanou vlastnosti odhadu je, aby se rozdéleni vybérové statistiky 4 s nejvétsi
pravdépodobnosti koncentrovalo blizko odhadovaného parametru 0. To je zaruceno, kdyz po-
Zadujeme, aby rozptyl odhadu D(§4) byl minimalni. Odhad, ktery spliiuje oba dva uvedené po-
zadavky, nazyvame vydatny neboli optimalni. Takové odhady nemusi vzdy existovat nebo je
1ze v n¢kterych ptipadech ziskat jen obtizné. L.ze ukazat, Ze statistiky X , P jsou v piipadé nor-

mality zédkladniho souboru vydatnymi odhady svych populaénich protejska.

¢) Konzistentni odhad:

Nestrannost odhadu zabezpecuje jen, aby jeho stfedni hodnota se rovnala odhadovanému para-
metru, nedava vSak odpovéd’ na otazku, jak se odhad ptiblizuje k hodnoté tohoto parametru.
Odhad, ktery se v pravdépodobnosti s rostoucim rozsahem vybéru n blizi k hodnoté odhadova-

ného parametru, nazyvame konzistentni. Matematicky lze konzistenci odhadu ¢ zapsat vztahem

limP(| 6—6 |<&)=1,
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tj. pro velké n konverguje odhad ¢ v pravdépodobnosti k parametru 6. Postacujici podminkou

pro konzistenci nestranného odhadu je

limD(0)=0.

n—o0

d) Postacujici odhad:

Odhad je postacujici (Sufficient), kdyz v sobé zahrnuje veskerou informaci o odhadovaném
parametru, kterou poskytuje nahodny vybér. Znamena to, ze zadny jiny odhad nemtize o odha-

dovaném parametru dodat vice informace.

Vybéroveé statistiky: vybérovy prameér, vybérovy thrn, vybérovy podil a vyberovy rozptyl spl-
nuji uvedené vlastnosti a proto je miizeme povazovat za nejlepsi odhady odpovidajicich para-

metru zakladniho souboru.

Intervalové odhady

Intervalovy odhad spociva v nalezeni intervalu spolehlivosti neboli konfidenéniho intervalu

(T4, Th), ktery pokryva neznamy parametr 0 s pravdépodobnosti 1-a. Tato pravdépodobnost 1-

o se nazyva spolehlivosti neboli koeficientem ¢i Grovni spolehlivosti (Level of Confidence)

intervalového odhadu. Pokud vybér mnohokrat opakujeme, potom prave ve 100(1-a)% ptipadii
bude parametr 6 obsazen ve vypocteném intervalu spolehlivosti. Uvedeny interval nazyvame

100(1-0)%-nim intervalem spolehlivosti pro parametr 6. Zapisujeme

P(Ta<6<Th) = 1-a.

Cislo o volime obvykle malé (nejéastéji o = 0,05 nebo 0,01). Pokud jsou ob& meze intervalu
spolehlivosti konecné, nazyvame tento interval dvojstranny. Je-li jedna z téchto mezi nevlastni
(nekonecno), hovorfime pak o jednostranném intervalu spolehlivosti. Specialn¢ interval spoleh-

livosti uréeny vztahem P(Tqg < 0) = 1-a, nazyvame levostranny interva spolehlivosti a interval

urceny vztahem P(0 < Tn) = 1-a, nazyvame pravostranny interval spolehlivosti. Meze intervalu

spolehlivosti zavisi na odhadovaném parametru, pouzitém nadhodném vybé&ru a zejména na jeho

vybérovém rozdéleni. V dal$im si nazna¢ime postup, jak odvodit vzorce pro dolni mez Tq a
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horni mez Th intervall spolehlivosti pro nejcastéji pouzivané parametry v piipadé malych vy-

béri pochézejicich z normalné rozdélenych zakladnich souborti a v ptipadé velkych vybért.

Intervaly spolehlivosti pro normalni vybér

Predpokladejme nejdiive, ze ndhodny vybér Xu,...,Xn pochazi z normalniho rozdéleni N(p,c2),

kde u je odhadovany parametr stiedni hodnoty a rozptyl 6% je znamy. Potom statistika

u=2"H /s
(e}

ma rozdeleni N(0;1). Proto plati

o

- -2
2 c 2

P(—u a<x_“\/ﬁ<u le—cx,

2 2

kde u
1—

wr = u1 « = U, jsou kvantily rozdéleni N(0;1). Ekvivalentnimi upravami této nerovnosti

dostaneme

— lo3 — (o3
Pl X-u —<u<X+Uu — Ha«,

coz predstavuje vzorec pro 100(1-c)%-ni interval spolehlivosti pro populaéni pramér p (u-in-

terval). Tedy meze tohoto intervalu jsou T,=X —u _o(X), T. =X +u _o(X), kde o(X)je
1-= 1-=
2 2
standardni chyba vyb&rového primeéru. Interval miizeme psat ve tvaru ( X -d, X +d), kde
d=u _o(X) nebovetvarup = X *d.
1-=

2

Ve vétiné realnych situaci je parametr rozptylu 62 nezndmy. Potom ho musime nahradit

odhadem S, a misto statistiky U pak dostaneme statistiku

T:XS_“JH,

X
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ktera ma za uvedenych piedpokladi rozdéleni t(n-1). Stejnym zpisobem jako diive dostavame

100(1-a)%-ni interval spolehlivosti pro popula¢ni pramér p (t-interval) ve tvaru

— S — S
Pl X -t n-1)—2X<u<X+t n-1)—-2%|=1-a,
[ N )ﬁj

(==t _(n-1) jsou kvantily rozdéleni t(n-1).
2 2

kdet _(n-1),—t
1—5 1

Podobné dostaneme 100(1-o )%-ni_pravostranny interval pro popula¢ni pomér p ve

tvaru

- S
P(M<X+t1 (n-1) ijl—cx
VA

a 100(1-a)%-ni levostranny interval pro parametr p

P()?—tl_a(n —1)%@} =1-a.
n

K odvozeni intervalu spolehlivosti pro parametr populaéniho rozptylu 62 pouzijeme sta-

tistiku

(n-1)s?

2
()

kterd ma za predpokladu normality rozdéleni y?(n-1). Proto plati

_ 2
P{Xi (n —1)<w<x2 «(n —1)J =1l-a,
2 o 2
kde %2 (n-1), xi , (n=1) jsou kvantily rozdéleni y2(n-1). Upravou nerovnosti pomoci ekvi-

2
valentnich uprav odtud dostaneme 100(1-a)%-ni interval spolehlivosti pro populaéni rozptyl

o? ve tvaru

85



-1)s? ~1)S?

(Zn )X<Gz<(r; )Sc | _q_
% o (n=1) X (N—1)

2 2
Odmocnénim uvedenych nerovnosti dostaneme odtud interval spolehlivosti pro standardni od-
chylku o. Intervaly spolehlivosti pro parametr stfedni hodnoty jsou symetrické se sttedem v
bodé X a jejich délka 2d s rozsahem souboru n klesé a se zvySovanim hladiny vyznamnosti
roste. Hodnotu d lze interpretovat jako statistickou chybu priiméru. Pocita ji Excel a nazyva ji
,.konfidence* (ve statistickych funkcich pro u-interval a v Analyze dat pro t-interval). Interval

spolehlivosti pro rozptyl 6% symetricky neni.

Uréovani rozsahu souboru.

Jestlize polovina délky intervalu spolehlivosti pro parametr p nesmi piekrocit hodnotu

A, musi byt v ptipad¢ znamého rozptylu splnéna podminka

c
Ul o TSA .
2 U
Resenim této nerovnosti dostaneme k tomu pozadovany rozsah souboru

2
2

1—

(¢)

N R

Veli¢inu A nazyvame piipustnd chyba. V piipadé neznamého rozptylu nahradime o2 odhadem

S

Asymptotické intervaly spolehlivosti

M¢jme ndhodny vybér Xa,...,Xn z libovolného rozdéleni s nezndmymi parametry stfedni
hodnoty p a rozptylu 62. Necht rozsah souboru n je velky (n > 30). Potom k odvozeni intervalu

spolehlivosti pro parametr u miizeme pouzit statistiky

U:XS_“JH,

X
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ktera ma podle centralni limitni véty rozdéleni N(0;1). Odtud dostaneme asymptoticky 100(1-

o)%-ni interval spolehlivosti pro popula¢ni pramér p (u-interval) ve tvaru

P[)T—u " Sy <pu<X+u ij =1l-a-
1—5 n 1—5\/ﬁ

Potfebny rozsah souboru n (pro danou piipustnou chybu A) uréime podle vzorce

Podobné miizeme s pomoci vybérového poméru P odvodit 100(1-0)%-ni interval spo-

lehlivosti pro popula¢ni pomér it ve tvaru

P[P—u YPAZP) o pay —VP(l_P)j:l—a
1—% \/ﬁ 1—% \/ﬁ

Pozadovanyy rozsah souboru n ur¢ime podle vzorce

Zuzap(l—zp).
-2 A

Zde P je vybérovy pomér, ktery ziskdme ptedvybeérem (popt. hodnotou 0,5).

V ptipadé, Ze rozsah zakladniho souboru N neni podstatné vétsi nez rozsah vybérového souboru

n, musime vzorce pro parametry p a 7 opravit tak, ze standardni chybu vybérového priméru o(

N —-n
N-1"

X ) nebo vyb&rového poméru o(P) ndsobime opravnym faktorem

V systému R se intervaly spolehlivosti pro primér a rozptyl dostaneme interaktivné soucasné
S provadénim parametrickych testu (viz nésledujici kapitola). Pfesné (pro normalni vybér) i
asymptotické intervaly dostaneme po aktivovani baliku vsePackage (Komarek 2012) piikazy

estim.mean(x, type=“two.sided* [, less*, , greater*], conf.level= ), estim.var(x, type=" ,,,
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conf.level=). Pro pomér pocitame interval spolehlivosti ru¢né podle uvedenych vzorct. A ob-
dobn¢ pocitame i optimalni rozsah vybéru. Ovérovani normality dat probereme v nasledujici

kapitole.

Piiklady: — Viz Hindls a kol. (2007), s. 131-132 a Stuchly (1999), s. 101-105.
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1)

2)

3)

Otazky a ukoly

Hypermarket Hyper chce pro zkvalitnéni sluzeb poskytovanych zakaznikiim zkratit
dobu jejich ¢ekani u pokladen. Nahodné bylo proto vybrano 10 zakaznikt a byla zme-
fena doba jejich ¢ekani u pokladny (predpokladame normalitu rozdéleni doby cekani).
Vysledky Setfeni (v sekundach): 50, 65, 30, 45, 45, 35, 55, 70, 65, 50. a) Urcete bodovy
odhad primérné doby cekani a ohodnot'te ji standardni chybou priméru. b) V jakych
mezich lze s pravdépodobnosti 0,95 o¢ekavat primérnou dobu ¢ekani zakaznika na ob-
sluhu? c) Jaka je horni hranice doby ¢ekani, ktera nebude s pravdépodobnosti 0,95 pie-
kroc¢ena? d) Odhadnéte bodové a v jakych mezich I1ze s pravdépodobnosti 0.95 oc¢ekéavat

rozptyl (resp. smérodatnou odchylku) doby ¢ekéani na obsluhu?

Z provoznich diivodu sledujeme dobu Zivotnosti Zarovek od urcitého dodavatele.
Chceme zjistit, kolik zarovek musime vybrat, abychom odhad stfedni hodnoty Zivot-
nosti provedli s 95% spolehlivosti, jestlize jsme ochotni pfipustit maximalni moznou

chybu ve vysi £35 hodin.

Pti vyrobé urcitych komponentl jsme dosud pouzivali nékteré komponenty dovazené
ze zem¢ Z. Ale obchod s touto zemi se velmi zkomplikoval a my jsme byli nuceni zmé-
nit dodavatele. Zajima nas, zda zménou dodavatele nedoslo i ke zméné kvality nasich
vyrobkil. Zatimco diive bylo mezi nasimi vyrobky v priméru 5% zmetki, zjistila vy-
stupni kontrola mezi 250 nové vyrobenymi vyrobky 16 nevyhovujicich. Na zakladé

95% intervalu spolehlivosti rozhodnéte, zda doslo ke zméné kvality vyrobkd.
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4) Jaky minimalni rozsah vybéru pro odhad podilu chybné zauctovanych polozek musime
navrhnout, chceme-li pti 90% spolehlivosti zajistit pfipustnou chybu 3%. O mozném

podilu chybnych polozek nemame pti provadéném auditu zddnou informaci.

o Ukoly k zamySleni a diskuzi

1) Kdyz zvétsime rozsah vybéru Ctyfikrat, co se stane se standardni chybou priméru?
2) Jaké budou hodnoty kvantilu u u-intervalu pro hladinu vyznamnosti 90% a 99%?
3) Komentujte intervaly spolehlivosti z hlediska vlivu zmény hladiny spolehlivosti.

4) Na ¢em vSem zalezi velikost optimalniho rozsahu vybérového souboru?

(0 KIli¢ k reSeni otazek:

1) Vlozime v R data do souboru cekani proménné doba (pomoci editoru, tj. z nabidky vy-
bereme Data — New data set..., do vstupniho okna vyplnime: cekani, OK, v Data Editor
tukneme na varl, ve Variable editor pfepiseme varl na doba a zaskrtneme type: numeric
a ulozime kiizkem v pravém hornim rohu, potom zapiSeme do 1.sloupce tabulky data a
vSe opét ulozime kiizkem v pravém hornim rohu).

Po aktivovani baliku vsePackage lze bodovy a oboustranny intervalovy odhad (u-inter-
val a t-interval) pro populacni primér E(X) = p dostat piikazem estim.mean(ce-
kani$doba), napiseme ho do Script Windows a odesleme ho pomoci Submit. Pokud ne-
zadame typ intervalu a hladinu vyznamnosti, poc¢ita R obvykly oboustranny interval na

hladin€ vyznamnosti 95%. Vystup z pocitace je:

> estim.mean (cekani$doba, type="two.sided", conf.level=0.95)

Data: cekaniS$doba

Estimate of E(X) = 51
Estimate of sd(X) = 13.08094
Sample size = 10

95% confidence interval for E(X) based on the asymptotical approximation:

(42.89250, 59.1075)
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95% confidence interval for E(X) based on the assumption of normality:

(41.64246, 60.35754)

Interpretace: a) Bodovy odhad primérné doby ¢ekani je 51 sekund, standardni chyba priméru
je 13,08/N10 = 4,14 sekund, b) intervalovy odhad: S 95% spolehlivosti se prim&ma doba ob-
sluhy pohybuje v intervalu od 41,64 do 60,36 sekund. ¢) Ur¢ujeme pravostranné intervaly Spo-

lehlivosti. Napiseme do vstupniho okna piikaz estim.mean(cekani$doba, type="less") a dosta-
neme:

> estim.mean (cekani$doba, type="less",conf.level=0.95)

Data: cekaniS$doba

Estimate of E (X) = 51
Estimate of sd(X) = 13.08094
Sample size = 10

95% confidence interval for E(X) based on the asymptotical approximation:

(-Inf, 57.80403)

95% confidence interval for E(X) based on the assumption of normality:

(-Inf, 58.58278)

Interpretace: Horni hranice doby ¢ekani, kterd nebude s 95% pravdépodobnosti piekrocena je
58,58 sekundy. d) Pocitame bodovy odhad a oboustranny interval spolehlivosti pro rozptyl

(resp. smérodatnou odchylku) doby ¢ekani. Dostaneme ho piikazem: estim.var(cekani$doba).

Vystup:

Data: cekaniS$doba

Estimate of wvar (X) = 171.1111
Estimate of std. dev.(X) = 13.08094
Sample size =10

95% confidence interval for var (X) based on the assumption of normality:

(80.95562, 570.2881)

95% confidence interval for std. dev. (X) based on the assumption of norma-
lity:
(8.997534, 23.88071)

Interpretace: Bodovy odhad rozptylu doby ¢ekani je 171,11 s?, smérodatné odchylky 13,08
sekund. S 95% spolehlivosti se bude rozptyl pohybovat v mezich od 80,95 do 570,29 s? a smé-
rodatna odchylka od 9,00 do 23,88 s.

2) Pozadovany rozsah souboru: n =35 (vypocet viz Marek a kol. 2007, s. 128).
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3) 0,034 <= <0,094; interval spolehlivosti pro pomér obsahuje hodnotu 0,05; da se tedy
predpokladat, ze zména dodavatele neméla za nasledek zménu kvality naSich vyrobku

(vypocet viz Marek a kol. 2007, s. 130).

PU=P) g2 0209 759 7

v v " 2 .
4) Pii feSeni vyuzijeme vztah N2U,_,,, | za nej-

mén¢ piiznivych okolnosti nam rozsah souboru 752 tcetnich polozZek zajisti pozadova-

nou spolehlivost a ptesnost odhadu.
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Kapitola 6: Testovani statistickych hypotéz

0
h Klicové pojmy:

statisticky test, nulova a alternativni hypotéza, jednostranné a dvoustranné testy, testové
kritérium, testovaci statistika, hladina vyznamnosti, chyba 1. a 2. druhu, sila testu, kri-
ticky obor, kriticka hodnota, obor prijeti, vécna interpretace testu, parametrické a nepa-
rametrické testy, jednovybérovy u-test o priméru a t-test o priiméru, jednovybérovy test
o rozptylu a o poméru, p-hodnota testu, testovani pomoci intervalu spolehlivosti, Shapi-
rav-Wilkiav test, grafické metody ovéfovani normality, Wilcoxontv jednovybérovy test,

jednovybérové testy v R

ﬁCﬂe kapitoly:

- pochopeni zakladnich pojmi o testovani statistickych hypotéz;

- porozuméni strategie provadéni klasickych testii proti metodam pouZivani p-hod-

noty;

- zvladnout postup provadéni parametrickych i neparametrickych testii v bézZnych

situacich s vyuZitim pocitacovych programi.

Z Cas potiebny ke studiu kapitoly: 13 hodin
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E=D vyklad:

Nastinéni obsahu kapitoly.

Uvod

Zakladni pojmy

Zékladni rozdé¢leni testl

Testovani hypotéz o parametrech normalniho rozdéleni

- Testy o priméru a rozptylu

- p-hodnota testu
Asymptotické testy
Shapirtv-Wilkuv test normality a grafické ovéfovani normality dat

Neparametrické testy

Testy vR
Struktura vykladu
Tak Vam nevim, jestli to jeji mrknuti bylo vyznamné nebo ne.
Hanousek J., Charamza P.: Moderni metody zpracovani dat
Uvod

Testovani statistickych hypotéz patii mezi zékladni metody statistické indukce a mezi nejjed-

nodussi metody kvantitativni teorie rozhodovani.

- Pfi feSeni testovaciho problému hleddme odpovéd’ napt. na otazky:
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- Zpiusobuje koufeni rakovinu?

- Ovlivni reklamni kampan postoj spotiebitele k nové zavadénému vyrobku?
- Zvysuji vhodné davky daného hnojiva urodu brambor?

- Vede novy technologicky postup ke zméné jakosti vyrobku?

-V pozadi téchto otazek stoji parametry (podil osob postizenych rakovinou, podil za-
jemct o novy vyrobek, primérnd velikost sklizné, podil nekvalitnich vyrobk), jichz se
otazka dotyka. Pfejeme si posoudit, zda se tento parametr (ozna¢me jej obecné jako 0)
néjakym systematickym zpisobem zméni (napt. vroste), kdyz v uvazované situaci do-
jde k néjaké zasadné&jsi zméné (osoba zacala koufit, prob&hla reklamni kampan, bylo
pouzito intenzivnéjsi hnojeni, byl pouzit novy technologicky postup).

- Odpovéd na uvedené otazky ziskavame z vybéru (ne z celé populace) — statistickou in-
dukeci.

Zakladni pojmy

Statistickou hypotézou je urcité tvrzeni o parametrech zakladniho souboru (nebo o parametrech

vice souboril)

Testem statistické hypotézy nazyvame postup, jimz na zaklad€ vysledku zjisténych z ndhod-

ného vybéru ovétujeme, zda statistickou hypotézu o populaci 1ze pokladat za spravnou ¢i niko-

liv
- Napt. testovani zmény poméru ¢i pruméru v predchozich ptipadech.

Postup statistického testovani:

- Formulace hypotéz.

- Vybeér testového kritéria a jeho rozdéleni.

- Volba hladiny vyznamnosti.

- Vymezeni kritického oboru.

- Vypocet hodnoty testového kritéria z meéfenych hodnot.

- Formulace zavéru testu a jeho vécna interpretace.

Formulace hypotéz:
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- Stavime proti sob& nulovou hypotézu Ho: 6 = 6o proti alternativni hypotéze Hi (¢i Ha):
0 # 0o, kde 6o je hypoteticka hodnota parametru.
- Napf. prumérna doba potfebna na urcitou pracovni operaci je Ho: u =5 min., Ha:
u =5 min.

-V tomto ptipad€ hovotime o dvoustranné alternative, resp. 0 dvoustranném testu.

- Jednostranné alternativy:
- levostranna Hi: 0 < 6o,
- pravostrannd Hi: 0 > Qo.
- Levostranny test: Ho: 6 > 6o proti Hi: 6 < 6o,

- Pravostranny test: Ho: 6 < 6o proti Hi: 6 > 6.

Vybér testového kritéria a jeho vybérové rozdéleni:

- Testové kritérium - testovaci statistika je funkce vybéru T = T(Xu,...,Xn), jejiz rozdéleni
je znamé Nejcastéji: standardizovany prumér, standardizovany pomér apod.

- Obvykla rozdéleni: N(0;1), Studentovo, chi-kvadrat aj.

Volba hladiny vyznamnosti:

- Rozhodovéani o hypotézach se tidi rozhodovaci tabulkou

Skute€ni situace
Nase rozhodnuti
Hy plati Hp neplati
spravné rozhodnuti chyba Il. druhu
Nezamitneme Hp pravdépodobnost pravdépodobnost 3
l1-o
chyba I. druhu spravné rozhodnuti
Zamitneme Hp pravdépodobnost o pravdé&podobnost 1 - 3
hladina vyznamnosti sila testu

- Chyba 1. druhu - nespravné zamitnuti nulové hypotézy.

- Chyba 2. druhu - chybné pfijeti (nezamitnuti) nulové hypotézy.

- Ohodnoceni téchto chyb pomoci pravdépodobnosti:
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- Pravdépodobnost chyby 1. druhu:

e P(H1i|Ho) = a .-. hladina vyznamnosti (vyjadiuje se vV %).
- Pravdépodobnost chyby 2. druhu:

e P(Ho|Hi)=.
- Pravdépodobnost, ze se nedopustime chyby 2. druhu:

e P(Hi|Hi)=1-B - nazyvame silou testu (silofunkeci)

Vymezeni kritického oboru (kritické oblasti):

Obor hodnot testového kritéria délime na dvé disjunktni oblasti:
a) Kriticky obor W - mnozina hodnot kriteria T, které jsou pfi platnosti hypotézy Ho
malo vérohodné (chvosty rozdéleni statistiky T) a ma pravdépodobnost o, tj.:
P(T € W | Ho) = a - pravdépodobnost chyby 1. druhu
- Kritickym oborem W u pravostranného testu je pravy chvost, u levostranného -
levy chvost a u dvoustranného - oba chvosty rozdéleni
b) Obor ptijeti (akceptovani, nezamitnuti) Ho - mnozina hodnot V kritéria T, ktera pii
platnosti hypotézy Ho je hodné vérohodna - ma pravdépodobnost 1 - a, tj. plati:
P(T eV | Ho) =1- o
Pravdépodobnost chyby 2. druhu potom Ize zapsat:
P(T € V| Hi) =.

Silu testu poc¢itdme z podminky
P(TeW|H)=1-8.
- Kiritické hodnoty testu — body oddélujici kriticky obor W od oboru pfijeti V (=

kvantilim rozdéleni testoveho kritéria).

- Snahou je, aby hodnoty o i B byly co nejmensi. Ale protoze se zmensovanim
hladiny vyznamnosti roste chyba 2. druhu (viz nasledujici obrazek), postupu-
jeme takto:

- Volime co nejmensi a (0,05 nebo 0,01) a vybereme test, ktery pti zvolené hla-
din€ vyznamnosti maximalizuje silu testu 1 - B. Takovy test se nazyva nejsilnéjsi
(urcuje se v matematické statistice). o pfedstavuje riziko nespravného zamitnuti

nulové hypotézy. Chceme-li toto riziko snizit volime oo mensi.
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- Jediny zpisob souc¢asného snizeni a i B je zvétSeni rozsahu vybéru n.

Vypocet hodnoty testového kritéria:

e Provedeme ndhodny vybér n méfeni x1,...,Xn a z té€chto métfeni uréime

24

tovani.

Formulace zavéru testu a jeho vécna interpretace:

- Rozhodnuti provedeme na zaklad¢ nasledujiciho pravidla:

- Rozhodovaci pravidlo:

e Je-li T € W, zamitneme nulovou hypotézu Ho na hladin¢ vyznamnosti o
(na a%-ni hlading). Mame zaruceno, Ze chyba takového rozhodnuti ne-
piekroci a.

o Je-linaopak T € V (1j. T ¢ W) nezamitneme nulovou hypotézu Ho na
hladin€ vyznamnosti o (budeme ji akceptovat). Skutecnost, Ze test nepo-
tvrdil Ho neni na zavadu, nebot’ za Ho volime obvykle tvrzeni, které
chceme zamitnout.

e Miuzeme se pfitom dopustit chyby 2. druhu, ktera mize mit dosti velkou
pravdépodobnost 3.

e Proto radgji nefikdme, Ze pfijimame Ho.

e Obvykle je jen tieba zvysit rozsah vybéru n, aby se snizila chyba 2. druhu
[3, a test se stal pritkazné;si.

- Vysledek rozhodnuti vécné interpretujeme

e Napi. reklamni kampai pfinesla vyznamné zvySeni poméru zajemct o
novy vyrobek, intenzivnéj$i hnojeni pfineslo vyznamné zvySeni pri-
meérné urody apod.

- Postup statistického testovani miizeme porovnat s postupem u soudu
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Na néasledujicim obrazku graficky znazoriiujeme zakladni pojmy ze statistick€ého testovani hy-

potéz.

Ho

britickd
hodnota
P(HAMo) _ F/HA) P(HAMo)

Zdroj: Cermakova 1995

Zikladni rozdéleni testl
Podle pfedpokladii o rozdéleni sledovaného statistického znaku:

1) Parametrické;
2) Neparametrické.

- Parametrické testy jsou zaloZené na piedpokladech o charakteru rozdéleni statistického

znaku a tykaji se vyhradné hodnot jednoho nebo n¢kolika parametri daného rozdéleni
(napft. stiednich hodnot, rozptylt apod.).
- Nejcastéji predpokladame normalitu rozdéleni.

- Jedna se o pocetné narocnéjsi, avsak silné testy.

- Neparametrické testy - nevyzaduji splnéni téméi zddnych predpokladt o charakteru roz-

déleni statistického znaku. Netykaji se parametrii rozdé€leni, tj. hypotézy neobsahuji
zadna tvrzeni o primérech ¢i rozptylech, ale tykaji se jinych charakteristik (napt. medi-
anu).

- Vyhoda: mohou byt pouzity pro studium jak kvantitativnich tak kvalitativnich

znakl a po vypocetni strance jsou jednoduché a rychlé.

99



- Nevyhoda: maji mensi silu.
Testovani hypotéz o parametrech normalniho rozdéleni

Testy 0 populaénim pruméru:

- Ptedpoklad: x1,....Xn ~ N(1;62), kde 62 je znamy parametr.

- Pravostranny test:

- Testujeme Ho: p = po proti alternativé Hy : pu > o, (1o je znama hodnota)

_X—Ho N )
- Testové kritérium U= o ‘/_ N(0;1)

pii Ho

- Hypotézu Ho zamitame na hladiné o, kdyz U > u1-«

Priklad (Arltova a kol. 2003, s. 151-152):

- Lze vyrobit 1 mil. soucastek urcitého elektronického zatizeni se stfedni zivotnosti 900

hodin a smérodatnou odchylkou 225 hodin. Vyvojové oddéleni ve svych dilnach vyrabi

experimentalné tyto soucastky novou technologii a tvrdi, ze tak dosahne vyssi pramér-

nou Zivotnost. K ovéfeni tohoto tvrzeni byl ze soucastek vyrobenych novou technologii

pofizen nahodny vybér 100 ks, u nichz primérna zivotnost ¢inila 940 hodin. Jevi se

nova technologie na zakladé¢ téchto vysledku 1épe nez piivodni? Nejedna se jen o na-

hodu?

Resent:

- Testujeme hypotézu Ho: u =900 proti pravostranné alternativé Hi: p>900. Vypocitame

u=""#s - 9807900 556 _1 778
o 225
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- Protoze U=1,778 >uo 95 = 1,645, za-
mitdme Ho na 5%-ni hladiné¢ vy-
znamnosti.

- Protoze U=1,778 <up,99 =2,326, ne-

zamitdme Ho na 1%-ni hladiné vy-

znamnosti (viz obr.).

- Statistické programy provad¢ji roz-
hodnuti pomoci tzv. p-hodnoty SN
testu, tj. pravdépodobnosti dosazeni / \

jesteé extrémnéjsi (vice ve chvostu / b

i , 1

X r v ok v 7 ! P-hodrota =0,0377
rozdéleni) hodnoty nez je vypoc- s - .

tena hodnota testového kritéria. 0 1,778

p-hodnota = P(U > 1,778 | Ho) = 0,0377 = minimalni hlading, na které Ho zamitame.
Ho zamitame, je-li p-hodnota < a.

p-hodnotu lze totiZ interpretovat jako pravdépodobnost nespravného zamitnuti Ho. Pro-
toZe jsme si ji pfedem zadali jako o, Ho miiZeme zamitnout, jen kdyz p-hodnota nepte-
kro¢i a.

Levostranny test:

- Testujeme Ho: = po proti Hy @ < po

- Ho zamitneme, kdyz U < ua nebo, kdyz p-hodnota P(U < vypocitana .hodnota u
| Ho)< a.

Dvoustranny test:

Testujeme Ho: p = po, proti alternativni hypotéze Hi: p # po.

=)_(_/Uo

Jn ~N(0,1)

- PouZijeme testové kritérium pti Ho
- Ho zamitneme na hladin€ vyznamnosti o na kritické oblasti
W = {U: U <-Ur.a2 vV U > Ur.ar2}, tj. kdyZ |U| > Ut-a2.
- Nebo Ho zamitneme na hladin¢ vyznamnosti o, je-li
p-hodnota = P(JU| > vyp.hodnota | Ho) < a.
e Podobné pouzivame p-hodnoty i u dalSich testa.
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Pod pojmem klasicky statisticky test rozumime testovani pomoci kritickych hodnot a kritickych

oboru.

Piipad neznamého rozptylu:

_X-H
- Pouzijeme testové kritérium T= s/+/n ' ktere ma pfi splnéni Ho rozd¢leni t(n-1).

- Pro vymezeni kritickych oblasti W pouzivame proto misto kvantilti rozdéleni N(0;1)
kvantily rozdéleni t(n-1).

- Hovotime zde o t-testech na rozdil od diivéjsich u-testi.

- Rozhodovéani v klasickych t-testech je zndzornéno na nésledujicim obrazku.

Dvoustranny test Jednostranny test Jednostranny test
s pravostrannou Hp s levostrannou Hp
l-a l-a l-a
£ (3
£ -1 ! 4 Z i
t ti.e ‘. t- t oy
%/ Obor plijeti 1 Cbor pZijeti -« te, Obor péijeti
LY 7 S
N 7
i Kriti Kriticky i G
K?'b%j‘rcw roll-bolrcw obor N%]f,tcifky

Zdroj: Arltova 2003

Pro hypoteticky primér po plati: P X-t  (n-1) i<,uo <X+t _(n-1) 9 U-q
-2 Jn - Jn

- Testovani lze provést i pomoci tohoto intervalu spolehlivosti.
- Nulovou hypotézy Ho: p = o zamitneme a pfijmeme opacnou oboustrannou al-

ternativu Hi, kdyz po padne mimo tento interval spolehlivosti.
Priklad:

- Testujte hypotézu, Ze primérny denni vytézek urcité chemikalie ve farmaceutické to-
varné je p = 880 tun proti alternativé, ze p = 880 tun. Na vzorku z 50 dni (n=50) jsme

zjistili, e vybérovy pramér x = 871 a vybérova smérodatna odchylka s = 21 tun.
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Resent:

Testujeme nulovou hypotézu Ho: pu = 880 proti oboustranné alternativé Hi: p = 880 na
hladin¢ vyznamnosti o = 0,05.

Plati T = ( X- mo)/(s/\n) = (871-880)/(21/ \50) = -3,0305

Tedy |T| = 3,0305 > to,975(49) = 2,010, tj. Ho na 5%-ni hladin¢ vyznamnosti zamitame a

tvrdime, Ze denni vytézek se vyznamné 1isi od 880 tun.

Test o popula¢nim rozptylu:

Piedpokladejme, Ze ndhodny vybér pochazi z normalniho rozdéleni N(p;c?), kde oba
parametry jsou neznamé.
Testujeme nulovou hypotézu Ho: 62 = oo?, kde co? je uréita pfedem zvolena hodnota,

proti alternativé Hi: 62 # 02,

2 (n— 1)53
Pouzijeme testové kritérium X = ol které ma pii splnéni nulové hypotézy rozdeleni
Xz(n-l) 2 2 2 2 2
. W=t < x,(0-Dvt 2, (=1}
Kriticky obor testu je 2 -

kde v nerovnostech na pravé strané jsou piislugné kvantily rozdéleni x%(n-1).

- Podobné¢ je moZzno zavést 1 jednostranné testy

Priklad: — Viz Hindls a kol. (2007), s. 142.

Asymptotické testy

Test 0 populacnim pruméru:

Pti velkém rozsahu souboru (n > 30) nemusi byt splnén piedpoklad o normalité vybéru
ze zakladniho souboru. U < X — W,

PouZivame testové kritérium s/ \/ﬁehoi normalita je zarucena z centralni limitni
vEty.
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- Rozhodnuti proto provadime pomoci kvantil rozdéleni N(0;1).
Priklad: — Viz Hindls a kol. (2007), s. 139.

Test 0 populaé¢nim poméru:

- Testujeme hypotézu Ho: = mo proti alternativé Hi: m # mo.

) U=
- Pouzijeme testové kritérium [m,(1-7,)

Toto ma pii Ho podle Moivreovy-Laplaceovy limitni véty pfiblizné rozdéleni N(0;1).
- Kiritickym oborem je W ={U 1|U|2Ul_g}-
2

Piiklad — viz Hindls a kol. (2007), s. 140.

Shapiro-Wilkiiv test (SWT) a grafické ovéfovani normality
Test budeme potifebovat na ovéteni normality dat vzdy pfi malém poctu méfeni (n < 30).
Testujeme Ho: X ma normalni rozdéleni proti opa¢né alternative.

Test (vCetné rozdéleni testové statistiky), navrzeny v praci Shapiro a Wilk (1965), vyuziva

2
x,Norm

2
X

k ovéteni normality testové statistiky W = , jenZ je podilem dvou odhadt rozptyli: kla-

sického Sx? a odhadu Sx norm?, ktery je platnym odhadem rozptylu za ptedpokladu, Ze data jsou
normalné rozdélena. V ptipadé, Ze plati nulova hypotéza normality, mame jak v Citateli, tak ve
jmenovateli statistiky W platny odhad rozptylu a W tedy musi byt blizké hodnoté 1. Pokud
nulova hypotéza normality neplati, potom je W vyrazné&ji vzdaleno od 1. Piesny vyznam slova
,Vyraznéji* pritom zavisi na rozsahu vybéru n. Rozd¢leni statistiky W pfti platnosti Ho umoz-
niuje vypocet p-hodnot a urceni tabulek kritickych hodnot. p-hodnoty poskytuji statistické pro-
gramy (napf. R) a tabulku kritickych hodnot (v¢etné podrobnéjsiho popisu testu) poskytuje He-
bak a kol. (2004).
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Graficky je mozno provadét testovani normality dat Z vyhodnoceni krabicového diagramu (Sy-
metrie, malé mnozstvi odlehlych hodnot), z porovnani histogramu s ktivkou ptislusného nor-
malniho rozdéleni (Symetrie, unimodalita) a z qg-diagramu, do kterého zakreslujeme empirické

kvantily a teoretické kvantily normalniho rozdéleni N(u; 62), pocitané podle vztahu

F_lz(p)::u_"o-up.

u,o
Za parametry dosazujeme jejich odhady. Body v grafu by idealné mély lezet na piimce.

Ptiklady — viz ukoly.

Neparametrické testy

- Nema-li X normalni rozdéleni a pocet méteni je maly (do 30 méfeni) pouzivame misto
t-testu Wilcoxonuv test.

- Zacharakteristickou hodnotu urovné pouzivame obvykle median Me(X) misto prameérii

u

Wilcoxonuv jednovybérovy test trovné (WJT)

- Testujeme hypotézu Ho: Me(X) = mg proti alternativni hypotéze Hi: Me(X) = mo
- Wilcoxonuv test
- Pocitame pofadi od nejmensich k nejvétsim ¢islam |Xi — mo|.
- R"aR oznaluje soucet t&chto poradi pro kladné nebo zaporné xi — mo.
e Nulové hodnoty vynechavame.
e K stejnym hodnotam pocitdme primeérna poradi.
- Testové kritérium: T = min (R*, R")
- Pfiznivé alternativé — nizkd hodnota T.
- Kriticka oblast: W = { T: T < T2}, kde Tor je 100(a/2)% kvantil jednvybérové Wil-
coxonovy statistiky T (v R gsignrank(p, n)) — viz tab. VI. v dodatku.
- Pravostranny test Hi:Me(X)>mo , W = {T=R: R" < Tq}
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- Levostranny test H::Me(X)< mo, W = {T=R": R* < T}
- Podrobngjsi zavedeni testu a ptiklady - viz Stuchly (2004), s. 35-37, 167 nebo
Blatna (1996), s. 86-91, 179.

Jednovybérové testy v R

- SWT (test normality)

- Provadime v Statistics+Summaries+Shapiro-Wilks test of normality

- Grafické ovétfeni normality dat provedeme v R Commanderu takto:

- Vybereme z nabidky Graphs

Boxplot
Quantile-comparison plot
Histogram (zaskrtneme densities)

e Za ptikaz histogramu pfipiSeme

e X<-ab

e lines(x, dnorm(data$pr, mean(data$pr), sd(data$pr))
Zde data$pr je proména ,,pr z datového souboru ,,data®, v kterém je pro-
ménnd ,,pr* uloZena a interval a:b je celociselné rozmezi, v kterém se
,pr' pohybuje.
Histogram dostaneme také ptikazem:
hist(data$pr, scale="density", breaks="Sturges", col= "darkgray", ylim
=c(0,0.045))

- t-test stfedni hodnoty

- Pfi normalité dat provadime v Statistcs+Means+Single-sample t-test

- Asymptoticky test po aktivaci baliku vsePackage prikazem:

asymp.mean.test(x, mu=),
resp.: asymp.mean.test(x, mu=, conf.level=)
Pro pravostranny test: asymp.mean.test(x, mu=, type ="greater")

Pro levostranny test: asymp.mean.test(x, mu=, type =, less")

- Wilcoxoniv jednovybérovy test

- Pfi malém vybéru a nenormalité dat
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- Provadime ptikazem: wilcox.test(x, mu=)
- Test variability
- Provadime piikazem: onesample.var.test(x, sd= ) nebo onesample.var.test(x,
var=) po aktivaci baliku vsePackage.
- Test o poméru u alternativni promeénné
- Napt. podil muzi proti zenam
- Provadime v Statistics+Proportion+Single-sample proportion test, popf. ptika-

zem prop.Z.test(x, n, p=, alternative="", conf.level=) po aktivaci baliku vse-

Package
- Zavedeni podmnoziny dat podle urcité proménné (odpovida filtrovani v Excelu):

Data+Active data set+Subset active data set.

Excel jednovybérové testy nezahrnuje.

Studijni materialy:

Zakladni literatura:

HINDLS, R. a kol. Statistika pro ekonomy. Praha: Professional Publishing, 2007. S. 133-142.
ISBN 978-80-86946-43-6.

STUCHLY, J. Statistika |. Cviceni ze statistickych metod pro managery. Praha: VSE, 1999. S.
111-115, 117-122, 125-127. ISBN 80-7079-754-1.

Doporucené studijni zdroje:

ARLTOVA, M. a kol. Priklady k predmétu Statistika A. Praha: VSE, 2003. S. 140-158, 171-
173. ISBN 80-245-0178-3.

BINA V. a kol. Jak na jazyk R. J. Hradec: FM VSE, 2006.

BLATNA, D. Neparametrické metody. Praha: VSE 1996. ISBN 80-7079-607-3.
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CYHELSKY, L. a kol. Elementdrni statistickd analyza. Praha: Management Press, 2001. S.
256-263. ISBN 80-7261-003-1.

HINDLS, R. a kol. Analyza dat v manazerském rozhodovani. Praha: Grada, 1999. S. 69-73.
ISBN 80-7169-255-7.

MAREK, L. a kol. Statistika pro ekonomy — aplikace. Praha: Professional Publishing, 2007. S.
132-139, 167-168. ISBN 978-80-86446-40-5.
SEGER, J. a HINDLS, R. Statistické metody v trznim hospodarstvi. Praha: Vicoria Publishing,

1995. S. 127-137. ISBN 80-7187-058-7.

STUCHLY, J. Statistické metody pro manazerské rozhodovani. J. Hradec: VSE, 2004. S. 35-
37. ISBN 80-245-0153-8.

STUCHLY, J. Referencni karta pro systém R. Ceské Bud&jovice: VSTE C. Budgjovice, 2011.

(v elektronické formé — viz https://is.vstech.cz/auth/www/6384/).

WISNIEWSKI, M. Metody manazerského rozhodovani. Praha: Grada, 1996. S. 209-222, 226-
222, 226-230. ISBN 80-7169-089-9.

WONNACOT, T. H.aWONNACOT, R. J. Statistika pro obchod a hospodarstvi. Praha: Victo-
ria Publishing, 1993. S. 310-350. ISBN 80-85605-09-0.

e Otazky a ukoly
Pro tkoly v této kapitole budeme pouzivat datovy soubor studenti.dat (popft. studenti.csv), ktery

je v studijnich materialech na IS VSTECB

1) Na hlading vyznamnosti 5% otestujte normalitu rozd€leni vysky studentt studujicich na

prazskych fakultach VSE. Grafickymi metodami ovéite ziskany vysledek.

2) Pomoci vhodného testu zjistéte, zda primérna vyska studentl studujicich na prazskych

fakultdach VSE je riizna od 178 cm. Rozhodnuti proved’te pomoci a) kritického oboru,
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b) intervalu spolehlivosti, ¢) p-hodnoty. Pfi rozhodovani pouzijte hladinu vyznamnosti

5%. Zméni se rozhodovani na hladiné vyznamnosti 1% ¢i 10%?

3) Pomoci vhodného testu zjistéte, zda primérna vyska studentd studujicich na prazskych
fakultach VSE je niZ$i nez 180 cm. Rozhodnuti proved’te pomoci a) kritického oboru,
b) intervalu spolehlivosti, ¢) p-hodnoty. Pii rozhodovani pouzijte hladinu vyznamnosti
5% a 1%.

4) Pomoci vhodného testu zjistéte, zda primérna véha studentt na VSE je 75 kg.

5) Pomoci vhodného testu zjistéte, zda smérodatna odchylka vysky studentd studujicich
na prazskych fakultich VSE je a) 11,5 cm, b) nizi nez 11.5. P¥i rozhodovani pouZijte
hladinu vyznamnosti 5% a 10%. Pti volbé vhodného testu nezapomeiite ovéfit jeho

predpoklady. Pokud jste zvolili parametricky test, uréete odpovidajici interval spolehli-

VOsti.

6) Pomoci vhodného testu zjistéte, zda u studenti cestujicich vlakem je typicka vzdalenost

od skoly a) 220 km, b) méné nez 220 km. Pfi rozhodovani pouzijte hladinu vyznamnosti
5% a 10%. Pti volbé vhodného testu nezapomerite ovéfit jeho predpoklady. Pokud jste

zvolili parametricky test, ur€ete odpovidajici interval spolehlivosti.

7) Testujte hypotézu, ze typicky podil studentti cestujicich vlakem je 60% proti alternative,

Ze je mensi.

e UkKoly k zamysleni a diskuzi

1) Diskutujte o analogii statistického testovani s rozhodovanim u soudu.

2) Zamyslete se nad tim, jak souvisi statisticka ptejimaci kontrola s testovanim statistic-

kych hypotéz?
(0 Kli¢ k reSeni otazek:

1) Testujeme nulovou hypotézu Ho: vyska ma normalni rozdéleni proti opacné alternative

Hi. Pouzijeme v R Commanderu Shapiro-Wilkuv test.
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Vystup:

> shapiro.test (studenti$vyska)
Shapiro-Wilk normality test

data: studentis$vyska

W = 0.9816, p-value = 0.4751

Zaveér: Nezamitame Ho. Vyska studentil se fidi normalnim rozdélenim.

Graficky ovéfime normalitu proménné ,,vyska* v R pomoci grafu histogramu, krabico-
vého diagramu a qg-diagramu. Pouzijeme piikazy (nebo postupujeme interaktivné z na-
bidky Graphs):

hist(studenti$vyska, scale="density", breaks="Sturges", col="darkgray")
x<-150:200

lines(x,dnorm(x, mean(studenti$vyska),sd(studenti$vyska)))
boxplot(studenti$vyska, ylab="test")

qg.plot(studenti$test, dist= "norm", labels=FALSE)

a dostaneme nasledujici grafy,

density

0.04
90
190

003
L

180
180
I

002
|
studenti$vyska

170
70
I

oo
L

o
160
I

0.00

180 170 180 190 -2 -1 o 1 2

studenti§eyska nom quartiles

coz potvrzuje normalitu proménné vyska.

2) Testujeme Ho: u=178 proti Hi: pu#178. PouZijeme oboustranny jednovybérovy t-test.

Vystup:

> t.test(studentiS$vyska, alternative='two.sided', mu=178, conf.level
=.95)
One Sample t-test
data: studentis$vyska
t = -1.4187, df = 61, p-value = 0.1611

alternative hypothesis: true mean is not equal to 178

110



95 percent confidence interval:
173.8805 178.7001
sample estimates:
mean of x
176.2903
> gt (c(0.975), df=61l, lower.tail=TRUE)
[1] 1.999624

Zaveéry:
a) |t|=1,42<to975(61) = 2,00
b) 178 € (173,88 178,70)
¢) p-hodnota = 0.16 > a=0,05

Ho nezamitame na 5% hladiné vyznamnosti, tj. test neprokazal, Ze primérna

vyska studentt je odlisna od 178 cm. Zavér plati i na hladinach 1% a 10% (podle
C).

3) Testujeme Ho: =180 proti Hi: u < 180. Pouzijeme levostranny jednovybérovy t-test.
Vystup:

> t.test (studenti$vyska, alternative='less', mu=180, conf.level =.95)
One Sample t-test
data: studenti$vyska
t = -3.0782, df = 61, p-value = 0.001559
alternative hypothesis: true mean is less than 180
95 percent confidence interval:
-Inf 178.3032
sample estimates:
mean of x
176.2903
> gt (c(0.05), df=6l, lower.tail=TRUE)
[1] -1.670219

Zavery:
a) t=-3,08<-1,67
b) 180 ¢ (-oo0, 178,3)
¢) p-hodnota= 0,00156 < a = 0,05

Ho na 5% hladin€¢ vyznamnosti zamitame, tj. test prokazal, ze primerna vyska
studentl je mensi nez 180 cm. Na 1% hladiné vyznamnosti dostaneme stejny

zavér (p-hodnota < 0,01).
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4) Ukazeme nejdiive SWT, Ze vaha studentt se nefidi normalnim rozdélenim:

> shapiro.test (studenti$vaha)
Shapiro-Wilk normality test
data: studenti$vaha

W = 0.9221, p-value = 0.0007557

Mame 62 méteni, mizeme pouzit asymptoticky test o priméru. Testujeme hypotézu Ho:
u = 75 proti opacné hypotéze H1. Odesleme ptikaz asymp.mean.test(studenti$vaha,
mu=75)

Vystup:
> library (vsePackage)
> asymp.mean.test (studenti$vaha, mu=75)
Asymptotical test for the expected value
Alternative hypothesis: true mean is not equal to 75
Data varl
Z = -2.54766, p-value = 0.01084481
Estimate of the true mean = 70.5

95% confidence interval: (67.03806, 73.96194)

Zavér: Na 5% hlading vyznamnosti zamitneme Ho, tj. primérn4 vaha studentii na VSE

neni 75 kg.

5) a) Pro vysku studenti testujeme hypotézu Ho: 6 = 11,5 proti opacéné alternativé Hi. Po-
uzijeme test o popula¢nim rozptylu (smérodatné odchylce). Podminky na jeho pouziti
(normalita vysek) je splnéna. V R pouzivame piikaz onesample.var.test(studenti$vyska,
sd=11.5)

Vystup:
> library (vsePackage)
> onesample.var.test (studenti$vyska, sd=11.5)
One-sample test for the variance of normal data
Alternative hypothesis: true variance is not equal to 132.25
true std. dev. is not equal to 11.5
Data: studentis$vyska
SS = 41.5332¢, p-value = 0.05324797
Estimate of the true variance = 90.04548
95% confidence interval: (65.02138, 132.9868)
Estimate of the true std. dev.= 9.48923
95% confidence interval: (8.063583, 11.53199)
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6)

Zavér: Ho na 5% hlading€ i 10% vyznamnosti nezamitame, tj. smérodatna odchylka

vysky studentti neni 11,5; 95% interval spolehlivosti je (8,06;11,53).

b) Pro vysku studentl testujeme hypotézu Ho: o = 11,5 proti alternativé Hi: 6 < 11,5 .

Pouzijeme ptikaz onesample.var.test(studenti$vyska, sd=11.5, alternative="less")

Vystup:

> library(vsePackage)
> onesample.var.test (studenti$vyska, sd=11.5, alternative="less")
One-sample test for the variance of normal data

Alternative hypothesis: true variance is less than 132.25

true std. dev. is less than 11.5
Data: studentiS$vyska
SS = 41.5332¢, p-value = 0.02662398
Estimate of the true variance = 90.04548
95% confidence interval: (0, 124.7284)
Estimate of the true std. dev.= 9.48923
95% confidence interval: (O, 11.16819)
Zaveér: Ho na 5% i 10% hladin¢ vyznamnosti zamitame, tj. smérodatna odchylka vysky

studentl je nizsi nez 11,5. 95% interval spolehlivosti pravostranny: (0; 11,17).

Nejdiive zavedeme podsoubor studentd, ktefi cestuji do Skoly vlakem takto:
V nabidce Data — Active data set — Subset active data set vyplnime Subset expression:
doprava=="V* a Name for data set: vlak (filtrovani v R) a testujeme SWT normalitu
proménné bydliste.
Vystup:

> vlak <- subset (studenti, subset=doprava=="V")

> shapiro.test (vlak$Sbydliste)

Shapiro-Wilk normality test

data: vlakS$Sbydliste
W = 0.7851, p-value = 0.0001296

Proménnd neni normalné rozdélend. Testujeme Ho: Me(bydlisté)=220 proti opacné Hi.
Pouzijeme oboustranny Wilcoxontlv  jednovybérovy test piikazem  wil-

cox.test(vlak$bydliste, mu=220)

Vystup:

> wilcox.test (vliakSbydliste, mu=220)
Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: vlakS$Sbydliste
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7)

V = 141, p-value = 0.808

alternative hypothesis: true location is not equal to 220

Zaver: Na 5% hladin€ vyznamnosti nezamitame Ho, tj. test neprokazal, Ze typicka vzda-

lenost bydlisté studentti, dopravujicich se do Skoly vlakem, se 1i§i od 220 km.

(b) Testujeme Ho: Me(bydliste) = 220 proti pravostranné Hi: Me(bydlisté) < 220. Pou-
Zijeme levostanny WJT. Odesleme piikaz wilcox.test(vlak$bydliste, mu=220, alterna-

tive= "less")

Vystup:
> wilcox.test (vlakSbydliste, mu=220, alternative="less")
Wilcoxon signed rank test with continuity correction
data: vlakS$bydliste
V = 141, p-value = 0.404

alternative hypothesis: true location is less than 220

Zaveér: Ho nezamitadme na 5% hladin€ vyznamnosti, tj. test neprokazal, ze typicka vzda-
lenost bydlisté studentti, dopravujicich se do Skoly vlakem, je mensi nez 220 km. Oba

zavery plati 1 na 10% hladiné vyznamnosti.

Testujeme hypotézu Ho: = = 0,6 proti alternativé Hi: @ < 0.6. Pouzijeme asymptoticky
test 0 popula¢nim poméru. Pomoci Statistics — Summaries — Active dataset zjistime, ze
z 62 studentt jezdi jich vlakem 25 (proménna ,,doprava‘““ nabyva hodnoty ,,T*). K pro-

vedeni testu odesleme piikaz: prop.Z.test(25, 62, p=0.6 , alternative ="less")

Vystup:

> library(vsePackage)

> prop.Z.test (25, 62, p=0.60 , alternative="less")

l-sample proportions test based on asymptotical normality
Alternative hypothesis: true pi is less than 0.6

Data: 25 successes out of 62 trials

Z = -3.162703, p-value = 0.0007815595

Estimate of the proportion of successes: 0.4032258

Estimated SE of the estimate: 0.06229932

95 % confidence interval for the proportion of successes:

(0, 0.5076619)

Zavér: Zamitame Ho na 5% hladin€ vyznamnosti. Test prokazal na 5% hladin€ vyznam-

nosti, Ze typicky pomér studentt jezdicich do Skoly vlakem je mensi nez 60%.
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Kapitola 7: Dvouvybérové testy

0
u Klicové pojmy:

dvouvybérové testy, dvouvybérovy F-test o shodé rozptyli, dvouvybérovy u-test o shodé
priméri, dvouvybérovy t-test o shodé priméri, zobecnény dvouvybérovy test o shodé
priméri, dvouvybérovy asymptoticky u-test o shodé pruméria a o shodé poméri, dvou-
vybérovy t-test o shodé priméru pro zavislé vybéry, dvouvybérovy Wilcoxonuv test pro

zavislé a pro nezavislé vybéry, Manntav-Whitneytv test, Kolmogoroviiv-Smirnoviv dvou-

vybérovy test

ﬁCﬂe kapitoly:

- pochopeni pojmu dvouvybérovy test jako prostiedek analyzy numerické proménné

na proménné alternativni;
- naucit se pouZivat dvouvybérové testy parametrické i neparametrické;

- umét rozlisit, kdy je ktery test potfebny pouZit.

Z Cas potiebny ke studiu kapitoly: 11 hodin

==} Vyklad:

Nastinéni obsahu kapitoly.
Testy o shodé€ parametri dvou nezavislych i zavislych normalnich soubori

- Testy o shod¢ rozptyli a sttednich hodnot
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Asymptotické testy o shod¢ parametrit dvou souborti
- Testy o shodé priméru a poméri
Neparametrické testy

- Mannav-Whitneyav a Wilcoxonuv dvouvybérovy test

- Kolmogoroviiv-Smirnoviuv dvouvybérovy test

Dvouvybérové testy v R a Excelu

Struktura vykladu

Hypotézy jsou lesenim, které se stavi pred budovou a pak se strhava, je-li budova postavena.
Jsou nutné pro védeckou praci, avSak skutecny védec nepoklada hypotézy za predmétnou

pravdu, podobné jako nelze pokladat leSeni za stavbu samu.

J.W.Goethe

Testy o shodé parametri dvou normalnich soubor.

Predpokladejme nejdtive, Ze jsou dané dva nezavislé nahodné vybéry xu,...,.Xm a Y1,...,Yn, které

pochazeji z normélnich rozdéleni N(u1,612) a N(u2,62%)

Dvouvvybérovy F-test o shodé populac¢nich rozptylu:

- Testujeme hypotézu Ho: 61°=c2° proti alternativé Hi: c1%#02
- Pouzijeme testové kritérium F=s1%/s,?> ~ F(m-1,n-1) , pti Ho.
- Ho zamitame, kdyz F<Fq2(m-1,n-1) nebo F>F1. o2(mM-1,n-1).
- Vyrazy uvedené na pravych stranach nerovnosti jsou kvantily Fisherova rozd¢-
leni F(m-1, n-1).

- Tento test je dilezity pro spravné vymezeni, ktery test o primérech pouzijeme.

Grafické znazornéni F-testu (testovani shody rozptyld):
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g Hustota F-rozdé&leni
S
o
= 1
i doplnék kritického oboru
g - /3 o
I I 1
Foplm—1,n— 1) Foselm—1,n-1) Fi_apm—1,n-1)

Test o shodé populaénich pruméru:

Piedpokladejme nejdiive, Ze rozptyly : 612, 2% jsou zndmé.

Testujeme hypotézu Ho: pa= 2 proti alternativé Hi: pa# po.

.. e, xX=Yy .
Pouzijeme testové kritérium ~ U=——===~N(0:])
6] 62
7_‘_ =

pfi platnosti Ho mn

Ho zamitime, kdyz U|>u .
1-—=

Testujeme-li hypotézu Ho: p1= p proti pravostranné alternativé Hi: pi> p2, zamitame

Ho, kdyz U > uz...

Testujeme-li hypotézu Ho: p1= p2 proti levostranné alternativé Hi: pi< p2, zamitame Ho,

kdyZ U < -Ur-a.

Jsou-li populaéni rozptyly neznamé ale stejné pouzijeme kritérium

X —Y m-1)S? +(n-1)S?
XY mn,kdeszz( )S, +(n—1)S;
S m+n m+n-2

- Pri platnosti Ho je T~t(m+n-1). Rozhodnuti proto provedeme pomoci ptislusnych kvan-

tilti tohoto rozdéleni — jde o klasicky dvouvybérovy t-test.

Priklad: — Viz Stuchly (1999a), s. 122.

Jsou-li populaéni rozptyly neznamé a rizné pouzijeme kritérium

2
_ m n
r=—X=Y _v). kde v=-117

2 2 SN2
S Sy L O I O
m n m—1\ m n-1\ n



pii Ho a k rozhodnuti proto pouZzijeme kvantily tohoto rozd¢leni — jde 0 zobecnény dvouvybé-

rovy t-test (Welchova aproximace).
Piiklad: — viz Stuchly (1999a), s. 123.

Jsou-li oba vybery normalni zavislé s m = n (parova méieni), pocitdme Di = X; — Yi a test pro-
vadime jako jednovybérovy test o parametru praméru aplikovaném na tyto rozdily — jde 0 pa-

rovy dvouvybérovy t-test.

Priklad — Viz Stuchly (1999a), s. 124.

Asymptotické dvouvybérové testy

Jsou-li rozsahy obou souborti velké (m > 30, n > 30), mizeme upustit od pfedpokladu normality

obou souboru.

Asymptoticky U-test o shodé populaénich pruméru:

-V disledku centralni limitni véty testové kritérium

ma rozdéleni N(0;1). Tudiz k rozhodnuti pouzivame u-kvantily.

R tento test neobsahuje. Proto zde pouzivame t-test.

Asymptoticky dvouvybérovy test o popula¢nich pomérech:

Ptedpokladejme, ze mame dva velké vybéry x1,....Xm @ Yi,...,¥n (m, n jsou velké), které pocha-
zeji z alternativnich rozdéleni A(m1) a A(n2), kde 11, 2 jsou neznamé parametry, piedstavujici
populacni poméry. Oznacme p1, P2 odpovidajici vybeérové pomeéry.
- Testujeme hypotézu Ho: ®l = n2 proti alternativé Hi: w1 # mo. PouZijeme testové kritérium
U= PL— P, 1 kdep*: pm+ PN
Jora-mt o e
m n

- které ma pti Ho rozdéleni N(0;1).
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- Nulovou hypotézu Ho proto zamitame na kritickém oboru
W = {U: |U| > ul-a/2}.

- Podobné¢ postupujeme pfi jednostrannych testech.

Priklad: — Viz Stuchly (1999a), s. 125.

Neparametrické testy
Budeme se nejprve zabyvat testy o shodé irovni.

Porovnavani Grovni pfi neparametrickych testech se obvykle provadi porovnavanim mediani

Me(Xi) misto praméri pi.
Rozlisujeme:

- Zavislé vybéry — stejné rozsahy vybért, pro 2 vybéry — parova méteni.

- Nezavislé vybéry — mohou byt rizné rozsahy vybért.

Testy irovné pro dva zavislé vybéry:
- Testujeme hypotézu Ho: Me(X) = Me(Y) proti alternativni hypotéze Hi: Me(X) = Me(Y)

Wilcoxoniiv parovy test:

- Pocitame potadi od nejmensich k nejvétsim ¢islim [x; — yil,
- T"aT oznaluje soucet téchto potadi pro kladné nebo zaporné x; — yi.
- Nulové hodnoty vynechavame.

- K stejnym hodnotam pocitdme primérna poradi.

- Testové kritérium: T =min (T, T).

- Kiriticka oblast: W = { T: T < Tw.a2}, kde Twar2 je 1000/2-procentni kvantil

jednovybérové Wilcoxonovy statistiky Tw (viz tab. VI. v dodatku).

e Pravostranny test Hi:Me(X)>Me(Y), W ={T": T < Tw.a}.
e Levostranny test Hi:Me(X)<Me(Y), W = {T": T* < Tw,o}.
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Priklad:

Majitel firmy Okula prodava fialové a riizové slunecni bryle. Zajima ho, jak jdou na odbyt tyto

barvy. Chce védét, zda jsou rozdily v prodanych mnozstvich téchto dvou barev nebo ne. V 16

nahodné vybranych dnech mésice zjistil pocty prodanych bryli uvedené v nésledujici tabulce:

Den Poc¢. proda- | Poc. proda- Rozdil Potadi klad- | Potadi za-
i nych fialov. | nych rizov. | di=xi-yi | Pofradi |dj| nych pornych
bryli X bryli yi di di
1 48 35 13 10 10
2 55 67 -12 8 8
3 85 54 31 14 14
4 81 68 13 10 10
5 35 22 13 10 10
6 51 48 3 2 2
7 45 35 10 7 7
8 48 55 -7 4.5 4,5
9 57 58 -1 1 1
10 75 68 7 4,5 4,5
11 85 93 -8 6 6
12 25 25 0
13 77 62 15 12 12
14 93 56 37 15 15
15 48 42 6 3 3
16 75 50 25 13 13
Soucet X X x x T'=100,5 | T =195

Testujeme Ho: Me(X) = Me(Y) proti opacné alternativé. Vypocty jsou provedeny v tabulce.

Testové kritérium T = 19,5 < Tw. 0,025 = 25 a proto Ho zamitame. V poctu prodanych bryli jsou

vyznamné rozdily.

120




Testy urovné pro dva nezavislé vybéry:

Testujeme hypotézu Ho: Me(X) = Me(Y) proti alternativni hypotéze Hi: Me(X) = Me(Y)

Manniiv-Whitneytiv test (MWT):

Smichame vybéry a k jednotlivym méfenim urcime poradi.
Ozna¢me R1 soucet pofadi vybéru mensiho rozsahu (X) a Rz soucet potadi vybéru vét-
Siho rozsahu (Y), tj.rozsahy vybér ozna¢ime n < m.
Testové kritérium: T = min (T1, T2), kde
- plati T1+ T2 =mn.
Kriticky obor: W = {T: T < kas2}, kde Ko/2 je kriticka hodnota.
- Viz tabulka VII. v dodatku.
- Pravostranna alternativa Hi:Me(X) > Me(Y), W = { T1: T1 <ka}
- Levostranna alternativa Hi:Me(X) < Me(Y), W = { T2: T2 < Kka}

Urcitou modifikaci MWT je dvouvybérovy Wilcoxonuv test (DWT), ktery pouziva R.

WoR _ n(n+1)
Jeho testovaci statistika je ot 2

Pii Ho ma W rozdéleni W(n,m), jehoz kvantily jsou tabelované (a pocita je i R pomoci

ptikazu qwilcox(p,n,m)).

Asymptoticka DWT
ymptotickd verze W12

. & Lot ot Z= ,
pouziva testové kritérium \/m

které ma pii Ho rozdéleni N(0,1).

Priklad:

Mezinarodni korporace planuje oteviit svoji pobocku v Recku. Zabezpeéeni jejiho pro-
vozu bude vyzadovat, aby se do Recka prestdhoval vétsi pocet pracovnikii. Vedeni kor-
porace se rozhodlo nabidnout pracovniklim, ktefi pfichdzeji do ivahy, intenzivni pro-
gram vyuky fectiny. Pfi pfedchazejicim kurzu italStiny vyuzili program poskytnuty fir-
mou Lingua. Podle n4zoru jednoho z fediteli efektivnéjsi vyuku cizich jazyki poskytuje
spole¢nost Trend. Proto se rozhodli otestovat nulovou hypotézu, Ze oba programy jsou

stejn¢ efektivni proti alternativé, ze studenti, ktefi absolvovali program poskytovany
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spolecnosti Trend, dosahuji lepsi vysledky. Nahodnym vybérem vybrali vysledky zave-
recnych testl 14 studentd, ktefi absolvovali program spolecnosti Trend a 15 studentq,
ktefi absolvovali program spolecnosti Lingua. Zavere¢ny test byl v obou skupinach
stejny a jeho vysledky jsou nasledujici:

- Trend xi 85 87 92 98 90 88 75 72 60 93 88 89 62 73 (bodu).

- Lingua yi 65 57 74 43 39 88 62 69 70 72 59 60 80 83 50 (bodu).

- Potvrzuji vysledky vybérového Setfeni tvrzeni jednoho z fediteld, Ze program spolec-

nosti Trend je lepsSi nez program spolecnosti Lingua?
Resent:

- Jedna se o nezavislé ndhodné vybéry, proto pouzijeme MWT. Nejdiive usporadame vy-
sledky zavére¢ného testu vzestupné podle velikosti a ptifadime jim potadova cisla.

- Trend 60 62 7273 75 85 8788 89 90 92 93 98

88.

- Lingua39 43 50575960 62 65697072 74 8083 88.

- Protoze hodnota 60 je v potadi na 6. a 7. mist¢, jeji potradové ¢islo bude prumér z téchto
dvou potadi (6+7)/2 = 6,5. Podobné poradi hodnoty 62 je (8+9)/2 = 8,5, potadi hodnoty
72 je (13+14)/2 = 13,5 a potadi hodnoty 88 je (22+23+24)/3 = 23. Potadi hodnot v obou
skupinéch jsou nésledovné:

- Trend 658513515 17 20 21 23 23 25 26 27 28 29.

- Lingua 12 3 4 565851011 12 13,51618 19 23.

- Soucet potadi pro spolecnost Trend je R1 = 282,5 a pro spole¢nost Lingua R> = 152,5.

- Dale vypocitame:

m(m+1)

T, =mn+ —R,=1415 + 14.15/2 - 2825 = 32,5,

n(n+1)

T, =mn+ -R,=14.15+15.16/2 - 152,5=177,5.

- Testujeme hypotézu Ho: Me(X) = Me(Y) proti pravostranné alternativé Hi: Me(X)
> Me(Y), pouzijeme testové kritérium T = Ty = 32,5. V tab. VII v. dodatku najdeme
pro o = 0,05 kritickou hodnotu ko = ko,0s = 67. Protoze T1 = 32,5 < ko,05s = 67, zamitame
na 5% hladiné vyznamnosti hypotézu Ho proti pravostranné alternativé Hi. Znamena to,

tvrzeni jednoho z fediteld korporace je spravné.
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- Pii pouziti DWT pocitame testové kritérium

- Horni kvantil Wﬁl‘((?ﬁng_ya dvojvyberayghpgozdéleni woes(14,15) = 143 (VR pouzi-

, = " — — —=1775. .. .
jeme prikazquI|COX@.95,14,?§§%’$est0V@1 StatISleZéq‘lO prekroci, proto Ho zamitame
a pfijimame pravostrannou alternativu.

- Asyptoticka verze DWT pouziva testové kritérium

Z= w12 =7,747,

Jmn(m+n+1)

- které prekroc¢i hodnotu uo,es = 1,645 , tj. dostavame stejny zaver.

- Vypocet pomoci DWT nabizi R. Vystup z pocitace je:

> wilcox.test (test ~ spolecnost, alternative="greater", data=jazyk)

Wilcoxon rank sum test with continuity correction

data: test by spolecnost

W = 177.5, p-value = 0.0008303

alternative hypothesis: true location shift is greater than 0
> gqwilcox (0.95,14,15)

[1] 143

Kolmogoroviiv-Smirnoviiv dvouvybérovy test (KSDT) - test shody rozdéleni

- Testujeme hypotézu Ho: dva vybéry Xu,...,Xm & Y1,...yn pochdzeji ze stejnych rozdéleni
proti opacné alternativé.

- Srovname vSechna méteni do neklesajici posloupnosti z1,...,Zm+n.

- Zvybéra vypocitame empirické distribuéni funkce Fm(z) a Gn(z) —tj. kumulové relativni
¢etnosti jednotlivych vybért.

- Testové kritérium je b= P (5 =G, ()]

- Kriticky obor: W= {D: D > di.}, kde di.« jsou kvantily KSDT (viz tabulka VIII. v
dodatku).
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Priklad:

Bylo vybrano 13 poli stejné kvality. Na 5 z nich se zkousel novy zptisob hnojeni, zbyvajicich 8
bylo oSetfeno béznym zplisobem. Vynosy pSenice uvedené v tunach na hektar jsou oznaceny X;

u nového a yi u bézného zptsobu hnojeni.

Xi:50 45 4,2 54 44
yi:57 55 43 59 52 56 58 5,1

Testujte hypotézu Ho: oba vybery pochazeji ze stejného rozdéleni proti opacné alternativeé Hy
Resent.

Pouzijeme KST pro dva vybéry. Potiebné vypocty jsou provedeny v nasledujici tabulce. Hod-

nota testového kritéria je D = sup |F, (x) — G, (x)| =0,675. V tab. VIII. v dodatku najdeme pro

n=5m=8, a=0,05 odpovidajici kvantil do s = 0,75. Protoze D < do g5, nezamitame hypotézu

Ho, Ze oba vybéry pochézeji ze zakladnich soubort se stejnymi distribu¢nimi funkcemi.

Dvouvybérové testy je mozno pouzivat jako prosttedek analyzy zavislosti numerické proménné

na alternativni.

Cet- | Cet- | Kumulo- | Kumulo-
Vynosy zi | nost X | nost yi | vana ¢etnost | vana Getnost | Fn(zi)) | Gm(zi) | |Fn(zi)-Gm(zi)]
Xi yi

4,2 1 0 1 0 0,2 0 0,2

4,3 0 1 1 1 0,2 0,125 0,075
44 1 0 2 1 0,4 0,125 0,275
45 1 0 3 1 0,6 0,125 0,475
5,0 1 0 4 1 0,8 0,125 0,675
51 0 1 4 2 0,8 0,25 0,55
5,2 0 1 4 3 0,8 0,375 0,425
5,4 1 0 5 3 1 0,375 0,625
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55 0 1 5 4 1 0,5 0,5
5,6 0 1 5 5 1 0,625 0,375
57 0 1 5 6 1 0,75 0,25
58 0 1 5 7 1 0,875 0,125
5,9 0 1 5 8 1 1 0
Soucet 5 8 X X X X X

Reseni v R:
Nacteme data do souboru vynosy.dat. PouZzijeme piikaz: ks.test(vynosy$x,vynosy$y). Vystup:
> ks.test (vynosy$x, vynosysy)
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: vynosy$x and vynosyS$y

D = 0.675, p-value = 0.07925

alternative hypothesis: two-sided

Dvouvybérové testy v R a v Excelu

Pro nezavislé vybéry:

1) Paramerické testy:
t.test(x, y, mu=, var.equal=T)
t.test(x, y, mu=, var.equal=F)
t.test(y~factor, mu=, var.equal=T)

t.test(y~factor, mu=, var.equal=F)

var.test(x, y, ratio=)

var.test(y~factor, mu=)

2) Neparametrické testy
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wilcox.test(x, y, mu=)

wilcox.test(y~factor, mu=)

ks.test(x, y)

Pro zavislé vybéry

3) Parametricky test:
t.test(x, y, mu=, paired=T)

4) Neparametricky test:
wilcox.test(x, y, mu=, paired=T)

Dvouvybérovy asyptoticky test o pomérech (relativnich ¢etnostech):

Po aktivaci baliku vsePackage Ize provadét piikazem
prop.diff.test(x, n, diff=, alternative=)
Viz Otéazky a tkoly €. 5.

To jsou ptikazy, pomoci kterych je mozno jednotlivé testy vykonavat. Vétsina dvouvybérovych

testd V R je mozno provadét interaktivné piimo z nabidek.

Dvouvybérové testy v Excelu: Excel nabizi v Analyze dat v§echny dvouvybérové parametrické

testy trovné. Neparametrické testy neuvadi.

Studijni materialy:
Zakladni literatura:

HINDLS, R. a kol. Statistika pro ekonomy. Praha: Professional Publishing, 2007. S. 144-150.
ISBN 978-80-86946-43-6.

STUCHLY, J. Statistika |. Cviceni ze statistickych metod pro managery. Praha: VSE, 1999. S.
115-119, 122-125, 128-129. ISBN 80-7079-754-1.
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Doporucené studijni zdroje:

ARLTOVA, M. a kol. Priklady k predmétu Statistika A. Praha: VSE, 2003. S. 159-178, 171-
173. ISBN 80-245-0178-3.

BINA V. a kol. Jak na jazyk R. J. Hradec: FM VSE, 2006.

BLATNA, D. Neparametrické metody. Testy zalozené na porddkovych a poradovych statisti-
kdch. Praha: VSE, 1996. S. 94-98, 102-117. ISBN 80-7079-607-3.

CYHELSKY, L. a kol. Elementdrni statistickd analyza. Praha: Management Press, 2001. S.
268-274, 283-286, 289-290. ISBN 80-7261-003-1.

HINDLS, R. a kol. Analyza dat v manazerském rozhodovani. Praha: Grada, 1999. S. 73-79.
ISBN 80-7169-255-7.

MAREK, L. a kol. Statistika pro ekonomy — aplikace. Praha: Professional Publishing, 2007. S.
140-154, 167-168. ISBN 978-80-86446-40-5.

SEGER, J. aR. HINDLS. Statistické metody v trznim hospodarstvi. Praha: Vicoria Publishing,
1995. S. 138-147. ISBN 80-7187-058-7.

STUCHLY, J. Statistické metody pro manazerské rozhodovani. J. Hradec: VSE, 2004. S. 37-
43, 53, 57-58, 60. ISBN 80-245-0153-8.

STUCHLY, J. Referencni karta pro systém R. Ceské Budgjovice: VSTE C. Budgjovice, 2011.
(v elektronické formé — viz https://is.vstech.cz/auth/www/6384/)

WISNIEWSKI, M. Metody manazerského rozhodovani. Praha: Grada, 1996. S. 223-226. ISBN
80-7169-089-9.

? Otazky a ukoly

1) Pouzijeme data ze souboru studenti.dat. Pomoci vhodného testu zjistéte, zda vyska stu-

dent zavisi na jejich pohlavi.
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2)

3)

4)

5)

6)

9

1)

2)

Pouzijeme data ze souboru studenti.dat. Pomoci vhodného testu ovéite, zda zeny jsou

Vv priméru o 20 kg leh¢i nez muzi.

U 10 dvojcat byla zjisténa nasledujici porodni vaha (v gramech)

star§Si | 2440 | 3500 | 2820 | 2540 | 2650 | 2690 | 2750 | 2750 | 2650 | 2200

mla- | 2700 | 3080 | 2200 | 2700 | 2550 | 2350 | 3500 | 2500 | 2420 | 2520
dsi

Pomoci vhodného testu zjistéte, zda porodni véha u starSiho z dvojcat je vyssi neZ po-

rodni vdha mladsiho z dvojcat.

Pouzijeme data ze souboru studenti.dat. Pomoci vhodného testu zjistéte, zda typicky
rozdil vyiky a vahy studenti studujicich na VSE je 90.

V souvislosti s kontrolovanim své osobni vahy ziskaly v poslednich letech na popularité
dietni napoje. Inzerenti téchto napoji se domnivaji, ze muzi davaji prednost nedietnim
napojim mnohem ¢astéji nez zeny. K ovéteni této domnénky byl vybran ndhodny vybér
n = 300 muzd, ktefi piji kolu, a bylo zjisténo, ze 192 z nich pije obycejnou kolu a zby-
vajicich 108 dietni kolu. V obdobném souboru 300 Zen pije 144 obycejnou kolu a 156

dietni kolu. Ovéfte predpoklad inzerentd na hladin€ vyznamnosti 0, 05.

PouZijeme data ze souboru studenti.dat. Pomoci vhodného testu zjistéte, zda bodoveé

rozlozeni ve statistickém testu je stejné pro anglictinafe i neangli¢tinafe.

Ukoly k zamysleni a diskuzi

Diskutujte 0 podminkach pouzivani jednotlivych testd.

Zamyslete se nad tim, jak pouzivat jednotlivé testy v manaZerské praxi.
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O— Kli¢ Kk FeSeni otazek:

1) Nejdiive dvouvybérovym F-testem (Statistics — Variance - Two-variances F-test) zjis-
time, zda rozptyly vysek u muzi a Zen se lisi, tj. testujeme Ho: 612 = 62° proti opacné

alternativé Hi.

Vystup:

> tapply (studenti$vyska, studenti$pohlavi, var, na.rm=TRUE)
M Z

36.39572 44.18519

>var.test (vyska~pohlavi,alternative='two.sided',conf.level=.95,data=studenti)
F test to compare two variances

data: vyska by pohlavi

F = 0.8237, num df = 33, denom df = 27, p-value = 0.5908

alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1

95 percent confidence interval:

0.3902931 1.6919592

sample estimates:ratio of variances 0.8237087

Zaveér: Nezamitame Ho, tj. vystup ukazuje, ze rozptyly vySek jsou stejné.

K testovani shody pramérnych vysek pouzijeme dvojvybérovy t-test (Statistics — Means

- Independent samples t-test) a zaskrtneme vyska a Assume equal variances?: Yes. Tes-
tujeme Ho: 1 = p2 proti opacné alternativé Hi.
Vystup:
>t.test (vyska~pohlavi,alternative='two.sided', conf.level=.95,var.equal=TRUE,
data=studenti)
Two Sample t-test

data: vyska by pohlavi
t = 8.8125, df = 60, p-value = 2.044e-12
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O

95 percent confidence interval:

10.98137 17.43039
sample estimates:
mean in group M mean in group 2

182.7059 168.5000°
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2)

3)

Zavér: Ho zamitame na 5% hladin€ vyznamnosti, tj. vystup ukazuje, Ze primérné vysky
se lisi a tedy vySka studentd zavisi na pohlavi. (Normalitu vy$ek v obou souborech pro-
kazene SWT — viz ukol 1 v pfedchozi kapitole.) Stejné vysledky dostaneme i pomoci

Analyzy dat v Excelu.

SWT lze ovéiit, ze vahy v souboru muzii i v souboru Zen se nefidi normalnim rozdéle-

nim. Proto pouzijeme Wilcoxonlv dvouvybérovy test v Statistics — Nonparametric tests

— Two-sample Wilcoxon test. Po jeho provedeni doplnime jesté do ptikazu mu=20. Tes-

tujeme Ho: Me(vaha muzt) - Me(vaha Zen) = 20 proti opacné alternativé Hj.

Vystup:

wilcox.test (vaha ~ pohlavi, mu=20, alternative="two.sided", data=studenti)
Wilcoxon rank sum test with continuity correction

data: wvaha by pohlavi

W = 602, p-value = 0.07542

alternative hypothesis: true location shift is not equal to 20

Zaver: Test tésne nulovou hypotézu nezamitnul. Na 5% hladiné vyznamnosti jsme ne-
prokazali, Ze typicky rozdil vah studentil a studentek se 1iSi od 20 kg. Stejné vysledky

dostaneme i pomoci Analyzy dat v Excelu.

Vlozime data do souboru dvojcata proménnych starsi a mladsi pomoci editoru. Testu-

jeme nejdiive normalitu dat pomoci SWT. Vystup:

> shapiro.test (dvojcata$mladsi)
Shapiro-Wilk normality test
data: dvojcata$mladsi

W = 0.8578, p-value = 0.0719

> shapiro.test (dvojcata$starsi)
Shapiro-Wilk normality test
data: dvojcata$starsi

W = 0.8787, p-value = 0.1262

Zavér: Oba soubory se fidi normalnim rozdélenim a jsou zavislé. Pouzijeme proto dvou-
vybérovy parovy t-test (Statistics — Means — Paired t-test). Testujeme hypotézu Ho: pst

— pmi = 0 proti Hi: pst — pmi > 0

Vystup:
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>

t.test (dvojcatas$mladsi, dvojcata$starsi, alternative='greater',
+ conf.level=.95, paired=TRUE)

Paired t-test

data: dvojcata$mladsi and dvojcata$starsi
t = 0.3596, df = 9, p-value = 0.3637
alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
95 percent confidence interval:

-192.6179 Inf

sample estimates:
mean of the differences

47

Zavér: Ho nezamitdme. Znamena to, ze jsme na 5% hladin¢ vyznamnosti neprokazali,
ze star$i dvojce ma téz8i porodni vahu nez dvojce mladsi. Stejné vysledky dostaneme i

pomoci Analyzy dat v Excelu.
4) Nejdiive ovétime SWT, Ze uvazovany rozdil se nefidi normalnim rozdélenim: pouzi-
jeme piikaz shapiro.test(studenti$vyska-studenti$vaha).

Proto pouzijeme Wilcoxonuv parovy test (Statistics - Nonparametric tests — Paired-

samples Wilcoxon test) a do piikazu jesté dopiSeme mu=90. Testujeme Ho: Me(vyska)
— Me(vaha) = 90 proti opacné Ha.
Vystup:

> wilcox.test (studenti$vyska, studenti$vaha, mu=90, alternative='two.sided',
paired=TRUE)
Wilcoxon signed rank test with continuity correction
data: studenti$vyska and studenti$vaha
V = 1953, p-value = 7.603e-12

alternative hypothesis: true location shift is not equal to 90

Zavér: Na 5% hladiné vyznamnosti zamitame Ho. Vystup ukazuje, Ze typicky rozdil

neni 90.

Testujeme Ho m-mt; = 0 proti alternativé Hi: mm-ntz > 0. Pouzijeme asymptoticky dvouvybé-
rovy test o pomérech. Reseni ziskame v R Commanderu po aktivaci baliku vsePackage

piikazem:
prop.diff.test(x=c(144,192), n=c(300,300),diff=0,alternative="greater")

Vystup:

131



5)

> library (vsePackage)
> prop.diff.test (x=c(144,192), n=c(300,300),diff=0,alternative="greater" )
Difference of proportions test based on asymptotical normality
Data: c (144, 192)
Alternative hypothesis: true pi(l) - pi(0) is greater than 0
Success = X
zZ =4, p-value = 3.167124e-05

Sample estimates of proportions of successes:

0 1
0.48 0.64
Estimate of the difference of proportions: 0.16
Estimated SE of the estimate: 0.04

95% confidence interval for the difference of proportions:
(0.09420585, 1)

> gnorm(c(0.95), mean=0, sd=1, lower.tail=TRUE)

[1] 1.644854

Zaveér: Zamitame Ho, tj. potvrdila se domnénka inzerentdl, Zze muzi vypiji vice nedietnich
napojl nez zeny.
Pomoci ptikazi:

skupl <- subset(data, data$jazyk=="A")
skup2 <- subset(data, data$jazyk!="A")

Rozdé&lime studenty na skupinul anglictinafi a skupinu2 neangli¢tinar. K testovani
shody rozdéleni pouzijeme Kolmogoroviv-Smirnoviv dvouvybérovy test. Testujeme
Ho: bodové rozdéleni ve statistickém testu je stejné v skupiné anglictinait jako ve sku-
piné neangliCtinaid proti opacné alternativé. Aktivujeme balik vsePackage ptikazem
library(vsePackage). Samotny test provedeme piikazem: ks.test(skupl$test,
skup2$test).

Vystup:

> ks.test (skuplS$test, skup2S$test)
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: skupl$test and skup2S$Stest

D = 0.224, p-value = 0.523

alternative hypothesis: two-sided

Zavér: Nezamitame Ho, tj. test neprokéazal vyznamny rozdil rozdéleni bodového hodno-

ceni ve statistickém testu mezi skupinou angli¢tindii a neanglictinait.
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Kapitola 8: DalSi testy a analyza rozptylu

0
u Klicové pojmy:

chi-kvadrat testy, testy dobré shody, testovani shody empirickych a teoretickych ¢etnosti,
testovani nezavislosti v kontingen¢ni tabulce, kontingen¢ni koeficienty, Kolmogoroviv-
Smirnovuyv jednovybérovy test, jednofaktorova analyza rozptylu, celkova, meziskupinova
a vnitroskupinova suma ¢tverci, pomér determinace, homoskedasticita, Bartletiv test,

tabulka analyzy rozptylu, Kruskaliiv-Wallistv test

ﬁCﬂe kapitoly:

- pochopeni principu chi-kvadrat testi;
- provadéni dalSich neparametrickych testii;

- princip a pouZzivani analyzy rozptylu.
Z Cas potiebny ke studiu kapitoly: 11 hodin

=} vyklad:
Nastinéni obsahu kapitoly.
Uvod

Chi-kvadrat testy
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- Testovani shody empirického rozdé€leni s rozd€lenim teoretickym

- Testovani nezavislosti v kontingen¢ni tabulce
Kolmogoroviiv-Smirnovuyv test pro jeden vyber
Ptikazy pro dalsi testy v R
Jednofaktorova analyza rozptylu

Kruskaluv-Wallisuv test

Struktura vykladu

Zivot je uméni vytvaret uspokojivé zavéry na zdakladé nedostatecnych predpokladii

Samuel Butler
Uvod

V dosud probranych parametrickych testech vychazime vzdy ze znalosti rozdéleni zakladniho

souboru, z kterého jsme potidily nahodny vybér (napt. predpoklad normality).
Musime proto umét tento predpoklad ovefit:
- Testujeme shodu mezi piedpokladanym rozdélenim a rozdélenim empirickym.

PouzZivame k tomu testy dobré shody.

- Napf. shodu empirického rozdé€leni s normalnim rozdélenim ovétujeme SWT.

Patii do velmi pocetné skupiny neparametrickych testi.

Predpoklady na pouziti neparametrickych testti jSou mensi.

- Neparametrické testy jSOu robusnéjsi, tj. kvalita vysledkl je méné zavisla na povaze

konkrétnich dat a na naruSeni predpokladu kladenych na tato data.
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Sila neparametrickych testl je obvykle slabsi, tj. dochazi ¢astéji k chybnému nezamitnuti ne-

pravdivé nulové hypotézy.

Chi-kvadrat testy
Pouzivame je nejcasté&ji jako testy dobré shody

- Maji §irsi pouziti:
- Testy nezavislosti dvou znak (v kontingenéni tabulce).
- Testy homogenity (shody) rozdéleni 2 vybérovych souborii.

- Testy o shodé 2 nebo vice populacnich poméri.

a) Chi-kvadrat test dobré shody

- Ovéfujeme jim ptedpoklad, ze rozdé€leni zakladniho souboru, z néhoz byl vybér potizen,
je urcitého konkrétniho typu.
- Testujeme hypotézu Ho, Ze ndhodny vybér
- pochdzi z ptedpokladaného rozdé€leni (normalniho, Poissonova aj.), které ma r >
1 neznamych parametra (tzv. neuplné specifikovany model), popi. toto rozde-
leni je ur€eno 1 s parametry (tzv. tplné specifikovany model),
- nebo tvoii ur¢ité intuitivné formulované teoretické rozdéleni (viz ptiklad 2),

proti opacné alternativé Hi.

Postup chi-kvadrat testu dobré shody:

- Nahodny vybér o rozsahu n roztiidime do k tiid.

- Oznaéme nj absolutni empirické ¢etnosti téchto tfid.

- Pii splnéni Ho je zndm tvar rozdéleni sledovaného znaku X.

- Odhadneme parametry tohoto rozdéleni.

- Potom ur¢ime pravdépodobnosti jednotlivych tfid i pomoci odhada
- pi = P(Xei-té tridy).

- Z nich ur¢ime teoretické (ocekavané) Cetnosti ni’= npi.

- Vypod&teme testové kritérium: Zzzzk: u

i=1 i
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- Pii platnosti Ho m4 testové kritérium y? rozdéleni y?(k-r-1), kde Kk je pocet t¥id a r je
pocet odhadovanych parametr.,
y W=yt e (k- =D}
- Kriticky obor testu je
- Pro korektni pouziti testu je pozadovano splnéni podminek:
n je dostate¢né velké (n >50) anpi=ni’>5proi=1,...k.
- Neni-li splnéna 2. podminka, je potiebné n¢které tiidy spojit.
- Test pouzivame nejcastéji na testovani hypotéz:
Ho: X ~ N(p,62), kde odhadneme f1=X,6"=s;
Ho: X ~ Po()), kde odhadneme A=%;

Ho: empirické rozdé€leni Cetnosti je shodné se zadanym rozdélenim.

- Chi-kvadrat test je rovnocenny s u-testem o shodé poméru.
Piiklad 1: Viz Stuchly (1999a), s. 131-133.

Piiklad 2: Tteti sloupec tabulky udava strukturu korunovych tuvéra klientd CR v roce 1995
Vv ¢lenéni podle tcéelu. Jeden z bankovnich tstavii poskytujici korunové uvéry potiebuje opera-

tivné znat, zda i v jeho klientele je rozlozeni shodné s celostatni strukturou.

Provedl ndhodny vybér 253 Gvérovych smluv a ovétuje nulovou hypotézu o shodé. Udaje i
potiebné propocty jsou v tabulce. Pocet tfid k = 6. Testové kritérium y2 = 9,476. Kriticky obor
je omezen zdola kvantilem y20,95(5) = 11,1. Protoze ¥2 < 11,1, nezamitame na 5% hladiné vy-

znamnosti nulovou hypotézu. Test neprokazal rozdily v struktufe tvéri.

Korunové uvery Pocet Celostatni Givérova (n, —n ')2
klientti podle ucelu | Gvérn n; struktura pi N’ =n pi T
- provozni 92 35,6% = 0,356 90,068 0,041

- investi¢ni 63 26,2% = 0,262 66,286 0,163

- hypotekarni 4 0,4% = 0,004 1,012 8,822

- privatiza¢ni 11 3,9% = 0,039 9,867 0,130

- na ptechodny ne- |24 9,0% = 0,090 22,770 0,066
dostatek zdroja

- ostatni 59 24,9% = 0,249 61,997 0,254

Celkem 253 100% = 1,000 253,000 9,476
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b) Test nezavislosti dvou znaki

Provedeme dvoustupnové tfidéni do kontingenéni tabulky:

A\ B| Bt B2.....Bs Soucet
A1 Nz N2 . . . . . Nis ni.
Az N2t N2 . . . . . N2 n2.
Ar nrl nr2 e e nrs nr,

Soucet Nt N2 . . . . . Ns n

pfi¢emz znak X tfidime do r skupin Az,...,Ara znak Y do s skupin Bu,...,Bs. Tabulka obsahuje
absolutni sdruzené cetnosti njj a souctové (marginalni) Cetnosti n;, (soucty fadka),1=1,...,ran;

(soucty sloupcit), j = 1,...,s.

Testujeme nulovou hypotézu Ho: Znaky X, Y jsou nezavislé proti opacné alternativé Hi.

2
nn,
Py e n. ——/
Testové kritérium r s i
2

pii dostatecné velkém rozsahu souboru n= ZZ N
1 J

a pii dostatené velkych oéekavanych etnostech " = n
(pozadujeme, aby njj’ > 1) ma pii Ho rozdéleni y%((r-1)(s-1)).
W={z":17"> n.(r-D(s-D)}

Odtud dostaneme kriticky obor testu

Podobné testujeme homogenitu vybéri (tj. predpoklad, ze vybery pochézeji ze stejného rozde-

leni pravdepodobnosti).

Miry sily zavislosti kvalitativnich proménnvch:

2
c=|-Z%
n+;(

Pearsonuv kontingen¢ni koeficient 2
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- Pfi nezavislosti znaki je C = 0, velké C znamena silnou zavislost.

2
Craméruv kontingenéni koeficient V = _x
n(m-1)

- Zde m = min(r,s), r je pocet fadk, s je pocet sloupct kontingencni tabulky.

- Plati 0 <V < 1, V blizké 0 ukazuje na slabou a V blizké 1 na silnou zavislost.

Piiklad 3: — Viz Stuchly (1999), s. 135.
Testy o shodé dvou nebo vice popula¢nich poméri

Test o shodé dvou pomérii: Testujeme hypotézu Ho: m1= m2 (dvé kategorie jsou v populaci stejné

zastoupeny) proti alternativé Hi: w1 # mo. K testovani 1ze pouzit jednovybérovy test o poméru

nebo chi-kvadrat test (viz Pecakova 2008, str.123).

V piipad¢€ dostatecné velikosti parametrt cetnosti Ny, N2 1ze pouzit testové kriterium

U= n,—n,

4N+, ’

které ma pfi platnosti Ho rozdéleni N(p; 6°). Pro dvoustrannou alternativu lze pouZit testové

2
kriterium 2 = (L=N2)"
n,+n,

které ma pii Ho pfiblizné chi-kvadrat rozdéleni s jednim stupném volnosti.

Test o shodé vice popula¢nich pomérti: Testujeme hypotézu Ho: m1= m2 =...= wm =1/m (m kate-

gorii je v populaci it:ejné zasztoupeno) proti opac¢né alternativé Hi. PouZijeme statistiku
(ni - ﬁ)
2 i=1

x = —
n

kde n = % . Nulovou hypotézu zamitneme, kdyz ¥ “> i (m-1).

Priklad 4: Viz Pecakova (2008), str. 124 — 126.
Kolmogoroviv-Smirnoviyv jednovybérovy test (KSJT)

Pti ovéfovani dobré shody mezi empirickym a teoretickym rozdélenim davame tomuto testu

piednost pted chi-kvadrat testem v ptipadech vybéru malého rozsahu. Ma totiz vétsi silu a
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hlavné se vyhneme komplikacim, které piti chi-kvadrat testu pfinaseji omezujici podminky na
rozsah ttid. V ptipad¢ dokonce velmi malého rozsahu vybéru je KSJT jedinou moznosti. Jeho
dalsi ptednosti je, ze vychazi z pivodnich dat a nikoliv z udajt settidénych do tid. Tim nedo-

chazi ke ztraté informace obsazené ve vybéru.

Test pouzivame k ovéteni hypotézy Ho: pofizeny vybér pochézi z rozdéleni se spojitou distri-

bucni Fo(x), kterd je uplné specifikovana vcetné vSech parametrl proti opacné alternativé Hi.

Testovym kritériem D je nejvétsi zjisténa vzdalenost distribucni funkce Fo(x) rozdé€leni, ze kte-
rého nahodny vybér pochazi, od vybérové (empirické) distribuéni funkce Fn(X), tj.

D =sup| F,(x)-F()].

Uvazujeme-li ndhodny vybér X, Xz, ..., Xn z rozdéleni spojitého typu, potom oznacme X() < X2

<...<Xm)je ‘5812 nahodny vybér uspotfaddany vzestupné podle velikosti. Funkce
X<X
! @)

[ .
F,(x)= o XjySX<Xjayy 1=12,...,n=1,

1, XX

se nazyva empirickou distribucni funkei.

V piipadég, Ze jsou data setfidéna do tabulky rozdéleni Cetnosti, pfedstavuje empiricka distri-

bué¢ni funkce kumulované relativni ¢etnosti.

Grafem nespojité empirické funkce Fn(x) je schodovité funkce. Maximalni absolutni odchylka
D muzZe byt nalezena bud’ jako vzdalenost kiivky Fo(X) od vrcholu schodu |Fa(xi)-Fo(xi)|, nebo
naopak jako vzdalenost kiivky Fo(x) od sedla schodu |Fn(Xi-1)-Fo(Xi)|. Nejvétsi z nich je pak

hodnotou testového kritéria D.

Zavérecné vyhodnoceni testu: V dodatku v tabulce 1X. jsou kvantily dn;1-« pro KSJT (pro hla-
diny vyznamnosti o = 0,10; 0,05; 0,01 a pro dany rozsah vybéru n), které tvofi kritické hodnoty

testu. Nulovou hypotézu zamitame, je-li D > dn:1- /2.

Priklad 5: Viz Hindls a kol. (2007), s. 158-1509.
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Prikazy pro dalsi testy v R

Testy shody v R:

chisg.test (x=c( ), p=c()) , x jsou empirické Cetnosti a p o¢ekavané relativni Cetnosti;
ks.test(x, "pnorm”, mean(), sd()), 1ze pouzit i na testovani jinych rozd¢leni.
Chi-kvadrat test 1ze provést v R Commanderu v nabidce Statistics — Summaries — Frequency

Distributions, kdyz ve vstupnim okné zaskrtneme polozku Chi-square goodnes- of-fit test.

Vytvareni kontingenéni tabulky:

table(x,y), tabulka sdruzenych ¢etnosti proménnych x, y;
addmargins(table(x,y)), tabulka sdruzenych a marginalnich ¢etnosti;
prop.table(table(x.y)), tabulka sdruzenych relativnich ¢etnosti;

tab -> matrix(c(), r, s, byrow=T[F]), zadani tabulky matici typu r x s po fadcich [sloupcich].

Testovani nezavislosti v kontingenéni tabulce:

chisg.test (tab), testovani nezavislosti v kontingen¢ni tabulce;
pearson.indep.test(tab), testovani nezavislosti v kontingenc¢ni tabulce po aktivaci baliku vse-
Package, pocita i koeficienty kontingence (tabulku Ize zadat v nabidce Statistics — Contingency

tables — Enter and analyse two-way table).

Analyza rozptylu (AR)
Uvod

Analyza rozptylu zkouma, zda ¢iselnd veli¢ina Y (odezvova veli¢ina) zavisi na kategorialnich

(kvalitativnich) proménnych X (faktory).
Rozhodnuti se provadi na zaklad¢ rozkladu rozptylu, resp. odpovidajiciho souctu ctverctl.

AR byla zavedena R. A. Fisherem (v r. 1912) k sledovani vlivli riiznych Grovni urcitého faktoru

na urodu uvazované plodiny.

Anglicky nazev: Analysis of variance (ANOVA).
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Jednofaktorova analvza rozptylu (JAR)

Sledovana statisticka veli¢ina Y je ovlivilovana jen jednim faktorem X uvazovanym na k trov-

nich.

- Napf. zavislost irody na hnojivu, trzby a prodavaci, hodinové mzdy na kvalifikacni

tfid¢, investic na vzdélani respondenta.

Podle urovni daného faktoru X jsou pozorovani znaku Y rozdé€lena do k skupin o nj pozorova-

nich, 2ni=n

Skupina | Hodnoty znaku y | Primé&ry sku-
pin
1 Y11, Y12,y A
2 yo1, Y22,y Y,
Kk YKL, Yk2, v, Y

Zakladni myS$lenka JAR:

Rozklad rozptylu veli€iny Y:

- na meziskupinovy a vnitroskupinovy.

- Misto rozptylu pouzivame v AR jen pfislusné soucty ctvercti.

Soucet ¢tvercovych odchylek n hodnot veli¢iny Y od jejich priméru (celkovy soucet Sy) roz-
kladame na soucet meziskupinovy Sym (rozptyl skupinovych primért) a vnitroskupinovy (re-
zidualni = zbytkovy) Sy, tj.

Sy:Sym+Syv,

S —ZZ(V., y)’ —ZZV.,—HV kde y == ZZV.,

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

K K
Sym = Z( =)’n = Z yon —ny?,

i1 i1

k n

Y305 33y, zyn

i= i=1 j=1
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Interpretace téchto soudtu:

celkovy soucet ¢tvercti Sy charakterizuje celkovou ménlivost (variabilitu) hodnot sledovaného

znaku Y;

meziskupinovy soucet ¢tverclt Sym - ménlivost mezi skupinami (vliv jednotlivych Grovni fak-

toru x);

vnitroskupinovy soucet ¢tverct Syy - ménlivost v skupinach (tj. nevysvétlend variabilita, zpa-

sobena ndhodnymi vlivy). Nazyvame ho také rezidudlni soucet ¢tvercti Sg.

- Mirou tésnosti (sily) zavislosti Y na x je tzv. pomér determinace P? = Sym/Sy.

- Plati: 0 < P? < 1. Cim siln&ji je zavislost (&im vétsi podil na celkové variabilité ma
meziskupinova variabilita) tim vice se P? blizi k 1 (samotné P nazyvame korela¢ni po-
mér — predstavuje neobecnéjsi miru sily zavislosti).

- Hodnota P? = 0 odpovida rovnosti viech skupinovych priméri (nulové mezis-

kupinové variabilité) a P> = 1 nulové vnitroskupinové variabilité.

K jednotlivym souctliim ¢tvercii miiZzeme definovat tzv. stupné volnosti.

- Pocet stupiii volnosti souc¢tu ¢tverci m veli¢in je urcen tim, kolik z téchto velicin je
nezavislych. Existuje-li mezi m veli¢inami c linearnich vztaht, ma soucet ¢tverct téchto

m veli¢in m — ¢ stupiii volnosti.

Lze ukazat, ze Symav=n-1, Symma vi =K - 1 a Syyma v2 = n - k stupiii volnosti (plati v =

Vi + v2).

Piedpoklady pouziti ANOVA:

- Vybéry ve skupinach musi byt nezavislé a pochézi ze zakladnich souborti s rozdélenim
N(ui;oi%), které maji stejné rozptyly, tj. plati, Ze 612 = 62° = ... = 6x?, tzv. homoskedas-
ticita.

- Homoskedaticitu ovéiuje Bartlettiv test (viz Seger a Hindels 1995, s. 162-163) nebo
Levenuv test v R a normality SWT nebo grafickymi metodami. Aplikujeme je na rezi-

dua (odhady chyb méfeni v modelu).
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Test hypotézy o neexistenci vlivu faktoru (neboli o nezavislosti znaku Y na zkoumaném faktoru

X) umozni zobecnit zavér o rozdilnosti ¢i podobnosti skupinovych priméri na celou populaci.
Pomoci JAR testujeme nulovou hypotézu Ho: w1 = p2 = ... = pk proti opacné alternativé Hi

- Jind interpretace JAR: Ho: odezvova veli¢ina nezavisi na faktorech.

S, (k1)
Pouzijeme testové kritérium " "5 n )’

které ma pii Ho rozdéleni F(k-1;n-K).
Alternativni hypotéze jsou ptiznivé vysoké hodnoty F.

Proto Ho zamitame, kdyz F > F1.«(k-1;n-k), kde F1.«(k-1;n-k) je kvantil pfislusného F-rozdéleni
a interpretujeme to tak, ze faktor x ptisobi vyznamné na odezvovou veli¢inu Y (resp. kvantita-

tivni veli¢ina Y zavisi na hodnotach kvalitativni proménné X).

Hodnoty nahodné veli¢iny (odezvy) Y lze vyjadftit ve tvaru yij=p+aiteij, i=1,....k, j=1,...,nj,

(model analyzy rozptylu)

kde yij je j-té pozorovani odezvy Y pii i-té Grovni faktoru X, pu = E(Y),
aj je efekt (vliv) i-té arovné faktoru na odezvovou veli¢inu Y,

&ij jsou nahodné chyby.

p odhadujeme vybérovym primérem Y

ai rozdilem skupinového a celkového priméru Y-

Hodnoty yij odhadujeme vyrovnanymi hodnotami ¥ij (v R fittted.values(model)),

chyby eij odhadujeme rozdilem empirickych (naméfenych) a vyrovnanych hodnot ejj =

Yij— Vij (tzv. residua — v R residuals(model)).

Vypocet provadime obvykle do nasledujici tabulky ANOVA:

Zdroj ménlivosti Soucet ¢tverct Stupné volnosti Prumverny sﬂouéet Testové kritérium
Ctvercu
k
— \2 S, /(k=1)
Faktor Sym= n(y. — k-1 S, (k-1 _Sym \RTH
ym Z (Vi =Y) yml (k1) 5 K]
kN
Rezidia | S,v= D (Y., Vi)’ n-k S,/(n—K) <
i=1 j=
kN
Celkovy ZZ (yu n-1 X X
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Pfi zamitnuti Ho provadime vicenasobna porovnavani napi. Tukeyovo metodou (zjistujeme,
které dvojice urovni faktort zptisobily zamitnuti Ho) a mizeme pocitat také intervaly spolehli-

vosti pro jednotlivé tiidy — viz R.
Podobnym zptsobem miizeme provadét i vicefaktorovou analyzu rozptylu.

Poznamky:

Piedpoklad normality rozdé€leni se ovétuje obvykle SWT na rezidua nebo nékterou z pocitaco-
vych grafickych metod. Odchylky skute¢ného rozdéleni znaku Y od normalniho rozdéleni ne-
maji velky vliv na rozdéleni statistiky F, kromé& ptipadu vyskytu extremnich hodnot v jednotli-

vych vybérech.

Ovéieni homoskedasticity (shody rozptyli): Pokud nelze pro nedostateéné obsazené skupiny

pouzit Bartlettiiv test, mizeme pouzit Leventv test nebo pouzijeme k ovéfeni bodovy diagram
(zavislost rezidui na urovnich faktorii) popt. odhadneme nesplnéni zhruba posouzenim hodnot

vybérovych rozptyli si2.

Pfi nejistoté splnéni piedpokladii normality a homoskedesticity dat, mizeme misto AR pouzit
Kruskaliiv-Wallistuv test (KWT) — viz Stuchly (2004), s. 44-46.

Analvyza rozptylu v R:

1. ANOVA (v nabidce Models je podrobna analyza ¢iselna i graficka v modelu):

model <- aov(y~x), uloZeni vysledki AR do objektu model (nebo interaktivné v Statistics-Me-
ans-One-way ANOVA);

factor(x, levels=c(), labels=c()), zadani a oznaceni Grovni faktoru

fitted.values(model), vypis vyrovnanych hodnot z AR

TukeyHSD(model), provedeni Tuckeyovo vicenasobného porovnavani

2. rezidua a grafy rezidui:

residials(model), vypis rezidui AR;

resplot(model, type=“e-yhat ““, xterm=, lowess= F, hline=T), graf zavislosti rezidui na vyrov-

nanych hodnotach;

resplot(model, type="“e-x ““, xterm=, lowess= F, hline=T), graf zavislosti rezidui na faktoru;
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resplot(model, type=“e-time *“, xterm=, lowess= F, hline=T), graf zavislosti rezidui na ¢ase.

3. Barttlettiv a Leveniv test homoskedasticity:

bartlett.test(y ~ X);

levene.test(y ~ x,data =).

4. Kruskalav-Wallistv test:

kruskal.test(y ~ x, data =);
kruskal.test(y , x, data = ).

Ptiklad 6 (Stuchly 1999a): V nésledujici tabulce jsou uvedeny mésicni trzby tfi prodavaci v tis.
K¢&. Na hladin€ vyznamnosti 0.05 testujte hypotézu o shod¢ primérnych mési¢nich trzeb u
vSech tfi prodavach proti opacné alternativé. Odhadnéte celkovou primérnou trzbu a efekty
jednotlivych prodavacii na prumérné trzb¢. Intenzitu zavislosti charakterizujte korelacnim po-

mérem. Ovéite podminky potfebné pro pouziti analyzy rozptylu.

Reseni. PouZijeme vypocty v nasledujici tabulce:

Vi =2 L)

Prodavac ¢islo | Mésiéni trzby yij Vi ]E] iy
1 1510 9 516 11 121 687

2 1510121112 12 144 734

3 191216 16 17 16 256 1306
Soucet X 39 521 2727

Testujeme nulovou hypotézu Ho: p1 = p2 = us proti opacné alternativé Hi. Pfi ru¢nim vypoctu

je vyhodné piepsat si zavedené sumy ctvercu tak, jak je uvedeno dale

m

9. =%39 =13,

-1
y=—
mi=
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S, n=N> ¥ -mny*=5521-3513=2605-3.5.13" = 70,
i=1

S, =D > Yi—nY §i=2727-5521=122,
S a A i1
S,=>.> yi—-mny?=2727-35.13* =192.
i=1 j=1

Protoze plati

_ Syn/(m-1) 70/2 35
S,./Im(n-1)] 122/3.4 1014

=3,44<F, 5(2,12)=3,89,

nezamitadme nulovou hypotézu Ho. Znamena to, Ze v trzbach jednotlivych prodavact neni sta-

tisticky vyznamny rozdil, tj. trzby nezavisi na faktoru prodavac.
Odhadneme jesté parametry modelu:

A=y =13, 4=y, -y =11-13=-2, @,=Y, -y =12-13=-1, &,=Y, -y =16-13 =3.

Celkovy prumér trzeb je 13 tis. K¢ a efekty, jakymi se jednotlivy prodavaci podileji na celko-

vém pruméru jsou - 2, -1 a 3 tis. K¢.

Urc¢eni meziskupinové sumy Ctverct piiblizuje jeji grafické znazornéni v nasledujicim grafu.
V levé Casti grafu jsou pomoci medidnt zndzornény skupinové primérné trzby a v pravé Casti
grafu je krabicovym diagramem znazornéna jejich variabilita, predstavujici meziskupinovou

variabilitu.
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Ulohu je mozno fesit na pocitaci napt. pomoci programu R. Dostavame:

> AnovaModel.l <- aov(trzba ~ prodavac, data=trzby)

> summary (AnovaModel.1l)

Df Sum Sg Mean Sqgq F wvalue Pr (>F)

prodavac 2 70 35.00 3.443 0.0658

Residuals 12 122 10.17

Signif. codes: 0 'x**' 0.001 '**' 0.01 '*' Q.05 '.'" 0.1 ' ' 1

> numSummary (trzbyStrzba , groups=trzbyS$prodavac, statis-

tics=c ("mean", "sd"))

mean sd % data:n
Pl 11 4.527693 0 5
P2 12 1.870829 0 5
P3 16 2.549510 O 5

> sqrt (70/ (70+122))
[1] 0.6038074

Korela¢ni pomér P = 0,604. Tedy na 5% hladin€ vyznamnosti neni zavislost trzeb na prodava-

¢ich vyznamna, ale intenzita zavislosti je vice jak stfedn¢ silna (mala variabilita dat).
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Nacteme k datim rezidua a ov€iime, zda jsou splnény podminky pro pouziti analyzy rozptylu:

> trzbySresiduals <- with(trzby, residuals (AnovaModel.l))

> shapiro.test (trzbySresiduals)
Shapiro-Wilk normality test
W = 0.9659, p-value = 0.7931

> bartlett.test (residuals ~ prodavac, data=trzby)
Bartlett test of homogeneity of variances

Bartlett's K-squared = 2.9245, df = 2, p-value = 0.2317

> dwtest (trzba ~ prodavac, alternative="two.sided", data=trzby)
Durbin-Watson test
DW = 2.2377, p-value = 0.9372

alternative hypothesis: true autocorrelation is not 0

Testy ukazuji na to, ze pozadované podminky jsou splnény.

Studijni materialy:
Zakladni literatura:

HINDLS, R. a kol. Statistika pro ekonomy. Praha: Professional Publishing, 2007. S. 151-165,
210-212. ISBN 978-80-86946-43-6.

STUCHLY, J. Statistika |. Cviceni ze statistickych metod pro managery. Praha: VSE, 1999. S.
130-140, 142-145, 147-148. ISBN 80-7079-754-1.

Doporucené studijni zdroje:
ANDEL, J. Matematickd statistika. Praha: SNTL/ALFA, 1985. S. 147-157, 209-217, 231-2.
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ria Publishing, 1993. S. 352-364. ISBN 80-85605-09-0.
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o Otazky a ukoly

1) Pouzijte data ze souboru casopis.dat. Zjistéte, zda vybér respondenti odpovida ohledné
vzdélani a) celostatnimu tdaji, tj. ze podil zakladoSkolaki, stfedoSkolakt a vysokosko-

lakt je v poméru 7:9:4, b) je v stejném poméru.

2) Pouzijeme opét data ze souboru Casopis.dat. Zjistéte, zda zajem o ¢asopis zavisi na vzdeé-

lani. V piipadé, Ze ano, urcete koeficienty kontingence a vhodné je okomentujte.

3) Pouzijeme data ze souboru vydaje.dat. Rozhodnéte, zda vySe vydaju za zbozi A zavisi
na vzdélani respondenta (neopomenite ovefit predpoklady testu). Pokud ano, proved'te

hlubsi analyzu pomoci metody mnohonasobného porovnavani.

e Ukoly k zamysleni a diskuzi

1) Zamyslete se nad tim, jak souvisi uspotadani tidaji v kontingen¢ni tabulce se zavislosti

jednotlivych proménnych.

2) Diskutujte o podminkach na pouziti AR.

O— Kli¢ k FeSeni otazek:

1) Pouzijeme test o shodé poméru. Piikaz: pearson.test(x=c(), p=x()).
PouZijeme ptikazy:

summary(casopis)

Vystup:
id zajem vzdelani pohlavi vek vekint
Min. : 1.0 ano: 167 SS: 433 muz : 951 Min. :15.00 (0,25] :310
1st Qu.: 500.8 ne :1833 VS: 426 zena:1049 1st Qu.:31.00 (25,40]:698
Median :1000.5 72S:1141 Median :40.00 (40,60]:800
Mean :1000.5 Mean :40.81 (60,85]1:192
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3rd Qu.:1500.2 3rd Qu.:51.00
Max. :2000.0 Max. :85.00

table(casopis$zajem,casopis$vzdelani)

SS Vs 7S
ano 63 69 35
ne 370 357 1106

a) Testujeme Ho: mtss : mvs : mzs = 9:4:7 proti opacné alternativé Hj.
Test provedeme ptikazem:

pearson.test(x=c(63,69,35), p=c(9/20,4/20,7/20))

Vystup a zavér:

Pearson's chi-squared test
Data: ¢ (63, 69, 35)
Hypothetical probabilities: 0.45, 0.2, 0.35
X2 = 49.31737, df = 2, p-value = 1.953755e-11
Observed counts:
63, 69, 35
Expected counts:
75.15, 33.4, 58.45
Estimated probabilities:
0.3772455, 0.4131737, 0.2095808
Pearson residuals:
-1.401560, 6.159944, -3.06726
Pearson squared residuals:

1.964371, 37.94491, 9.408084

Zamitame Ho, tj. vyb&r respondenti vzhledem ke vzdélani neodpovida celostatnimu

rozlozeni.

Po vyfiltrovani podmnoziny studenti, kteti maji zajem o Casopis, 1ze test provést i v Sta-
tistics-Summaries-Frequency distribution (a zaskrtnutim Chi-squared-goodnes-of-fit

test a zadanim oc¢ekavanych Cetnosti pro jednotlivé kategorie vzdélani).

b) Obdobné dostaneme:
X-squared = 11.8323, df = 2, p-value = 0.002696

Ho zamitame, tj. vybér respondentli vzhledem ke vzdé€lani neni ve stejném poméru.

152



2)

3)

Jde o test nezavislosti v kontingenéni tabulce: Kontingen¢ni tabulku vytvoiime v inter-
aktivni nabidce (Statistics — Contingency tabeles — Two-way table + oznacime pro-
ménné a nazev tabulky: .Table). Soucasné se provede i chi-kvadrat test. Pokud chceme
jesté urcit koeficienty kontingence, pouZzijeme po aktivizaci baliku vsePackege piikaz:

pearson.indep.test (.Table).

Vysledky:
>.Table <- xtabs(~zajemt+vzdelani, data=casopis)
> .Table

vzdelani

zajem SS VS VAS

ano 63 69 35

ne 370 357 1106
> .Test <- chisqg.test(.Table, correct=FALSE)
> .Test

Pearson's Chi-squared test

data: .Table
X-squared = 97.6307, df = 2, p-value < 2.2e-16

Pomoci piikazu: pearson.indep.test(.Table) dostaneme mj.:

Pearson's chi-squared test of independence
Data: .Table
X2 = 97.6307, df = 2, p-value = 6.306132e-22
Contingency coefficients:
Pearson: 0.215739
Pearson (maximum) : 0.7071068

Cramer: 0.2209420

Zavér: Zamitame nulovou hypotézu Ho o nezdvislosti zajmu o novy ¢asopis na vzdélani.
Zavislost je vyznamna, ale intenzita vyjadrena koeficienty kontingence této zavislosti je
nizka.

Analyzu provedeme pomoci jednofaktorové analyzy rozptylu (JAR) - zavislost kvanti-
tativni proménné (odezva) na kvalitativni (faktor, oSetfeni). JAR provadime interaktivné
(Statistics — Means — One-way ANOVA, oznacime faktor a odezvu). Vysledky se ulozi
pod nazvem modelu a soucasné pomoci summary(model) jsou vypsané zakladni vy-
sledky. V nabidce Model miizeme provadét dalsi rozsahlou vypocetni i grafickou ana-
lyzu — testy a grafy na ovétovani podminek (pfevazné aplikovanou na residua). Pokud
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zbozi.A

Ho zamitneme, provadime piikazem TukeyHSD(model) Tukeyovo vicenasobné porov-
navani. Normalitu testujeme SWT a homoskedasticitu Bartlettovym testem (interak-
tivné z Variance). Pokud nejsou splnény podminky, lze pouzit Kruskaliv-Wallistv test
téZ z interaktivni nabidky (z Nonparametric tests). Data musi byt uspofadana do 2

sloupcu (v jednom odezva a v druhém faktor).

Nacteme data. Popsanym zptsobem dostaneme model zavislosti vydaji za zbozi A na

vzdélani ve tvaru:

> AnovaModel.l <- aov(zbozi.A ~ vzdelani, data=vydaje)

> summary (AnovaModel.l)

Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)
vzdelani 2 38936 19468 51.125 < 2.2e-16 ***
Residuals 997 379650 381
Signif. codes: 0 '***x' (0,001 '**' 0.01 '*' 0.05 '." 0.1 " "1

> numSummary (vydaje$zbozi.A , groups=vydajeSvzdelani, statistics=c("mean",
+ "sd"))
mean sd n
SS 5103.487 19.82091 690
VS 5118.764 18.37047 199
ZS 5101.495 19.57358 111

Zavér: Nulovou hypotézu o nezavislosti téchto vydaji na vzdélani zamitame. Krabicovy
diagram na nasledujicim obrazku potvrzuje vysledky testu. Vyraznéji zamitnuti shody
potvrzuje skupinovy krabicovy diagram a graf pramérid Vydaju za zbozi A (Graphs —

Plot of means, oznac¢ime vzdelani a zbozi A, zaskrtneme Conf.intervals).

Plot of Means
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Piikazem TukeyHSD(AnovaModel.1) provedeme jesté Tukeyovo vicenasobné porovna-

vani. Vystup:

> TukeyHSD (AnovaModel.1l)
Tukey multiple comparisons of means
95% family-wise confidence level
Fit: aov(formula = zbozi.A ~ vzdelani, data = vydaje)
Svzdelani
diff lwr upr p adj
VS-SS  15.276863 11.591363 18.962362 0.0000000
72S-SS  -1.991461 -6.675568 2.692646 0.5783367
2S-VS -17.268324 -22.694443 -11.842204 0.0000000
Znamena to, ze vyznamné rozdily jsou mezi primérnymi vydaji zakladoSkolakt a vy-
sokosSkolakl a mezi vydaji vysokoskoldkt a stitedoSkolakl (p-hodnoty jsou nulové).
Ovéieni podminek pro AR: Pomoci Data — Manager variables in activ data set — Com-
pute new variable (a vyplnénim New variable name: residuals; Expression to compute:
residuals(AnovaModel.1) ptidame k datim sloupec rezidui. Na né€ aplikujeme SWT o

normalité a Bartlettiv test o homoskedasticité. Vystupy:

shapiro.test (vydajeSresiduals)
Shapiro-Wilk normality test
data: vydajeS$Sresiduals

W = 0.9977, p-value = 0.1867

> bartlett.test (residuals.AnovaModel.l ~ vzdelani, data=vydaje)
Bartlett test of homogeneity of variances
data: residuals.AnovaModel.l by vzdelani

Bartlett's K-squared = 1.7246, df = 2, p-value = 0.4222

Normalita a homoskedasticita rezidui nebyla zamitnuta.
Posledni vysledky ovéfime jesté graficky. Z Graphs — Strip chart — zaSkrtneme Jiter a

dostaneme graf zavislosti rezidui na faktoru vzdelani (homoskedasticita). V Graph —

Quantile-comparision dostaneme qqg-diagram (normalita):
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Grafy potvrzuji splnéni predpokladii potfebnych k pouziti AR. Na doplnéni jeste prove-
deme KWT:

> kruskal.test (zbozi.A ~ vzdelani, data=vydaje)
Kruskal-Wallis rank sum test

data: zbozi.A by vzdelani
Kruskal-Wallis chi-squared = 88.5283, df = 2, p-value < 2.2e-16

Zavéry jsou stejné jako testu v JAR. Zakladni vysledky JAR lze ziskat i v Excelu pou-
zitim jednofaktorové analyzy z Analyzy dat (odezvova veli¢ina musi byt zapsana ve

zvlastnich sloupcich pro kazdou Groven faktoru).
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Kapitola 9: Jednoducha linearni regrese a korelace

0
u Klicové pojmy:

regresni piimka, zavislost funkéni a statistickd, regrese, korelace, elementarni popis za-
vislosti, bodovy diagram, graf podminénych primeéri, teoreticka a empiricka regresni
primka, metoda nejmensich ¢tverci, systém normalnich rovnic, korela¢ni a regresni ko-
eficient, koeficient determinace a jeho interpretace, predikce, interpretace odhadnutych

regresnich parametri, nelinearni regrese

ﬁCﬂe kapitoly:

- pochopeni principt jednoduché linearni regrese;
- byt schopni odhadnout a interpretovat parametry regresni pfimky;
- umét vypocitat a interpretovat ukazatele sily jednoduché linearni zavislosti;

- naucfit se vyuZivat regresi k analyze a k predikci.
Z Cas potirebny ke studiu kapitoly: 10 hodin

==} Vyklad:

Nastinéni obsahu kapitoly.

Uvod
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Elementarni popis zavislosti

Regresni pfimka a jeji odhad

Metoda nejmensich ¢tverct

Sila linearni zavislosti

Interpretace odhadnutych regresnich parametr
Dalsi typy regresnich funkci

Vyrovnani regresni ptimky v Excelua v R

Struktura vykladu
Regresni a korelacni analyza umoziuje vyrazné
rozvinout zpusob vaseho statistického mysleni a
navrsit kvalitu a efektivnost prace s ekonomickymi daty
R.Hindls
Uvod

Budeme se zabyvat studiem zavislosti statistickych veli¢in.

Zavislost funkéni (pevna, deterministicka):

-V matematice, fyzice, technické praxi;
- vzdjemné jednoznacné piifazeni,
2

4 t
V= 3" r,sdréha volného padu S= 97 :

- napf. objem koule

Zavislost statisticka (volna, nedeterministicka):

- obecn¢jsi zavislost studovana ve statistice;
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- pfi zménach jedné veliiny dochazi ke zménam podminénych stiednich hodnot druhé
veli¢iny;

- Napt. zavislost sttednich vydaji rodiny na poctu ¢lenil rodiny, poptavky na cené apod.

- Zavislost je ovliviiovana fadou dalSich nekontrolovatelnych vlivi i chyb (pfijmy a veli-

kost rodiny, jeji navyky apod.).
Studiem statistickych zavislosti se zabyva regresni a korela¢ni analyza

- Pojem regrese - zaveden F. Galtonem koncem 19. stoleti.
- VySettoval zavislost vySky synil na vySce jejich otct;
- zjistil tendenci jit ve vysce zpét k celkovému praméru;
- puvodni vyznam slova "regression" byl proto navrat zpét.

- Regresni analyza - zkoumani pribéhu statistické zavislosti, tj. zavislosti zmén podmi-

nénych primérh vysvétlované proménné na zméndch vysvétlujici proménné.
- Vysvétlujicich proménnych miize byt vice;
- hledame tvar tzv. regresni funkce, jejimz grafem je odpovidajici regresni kiivka;
- na zédkladé nahodného vybéru najdeme empirickou regresni funkci, ktera pred-
stavuje jeji odhad, a provadime jeji analyzu.

- Korelacni analyza - urovani stupné sily (intenzity) s jakou se statisticka zavislost pro-

jevuje a vypocitat a interpretovat ¢iselné charakteristiky (miry) této zavislosti.

- Obe discipliny se vzajemné¢ prolinaji a budeme je probirat soubézné.

Elementarni popis zavislosti

Metody popisu:

- korelacni tabulka a jeji graf;
- bodovy (rozptylovy) diagram;

- graf podminénych praméra (popf. i rozptylu).

Priklad 1: Viz Stuchly (1999b), s. 8-9.
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Regresni primka a jeji odhad

Statistickou linearni zavislost vysvétlované ndhodné veli€iny Y (regresand) na jedné vysvétlu-

jici veli¢iné X (regresor) zapisujeme rovnici (teoreticky neboli popula¢ni regresni model)
E(Y[X) = fo+ fpux,

kde foa S jsou regresni parametry (absolutni ¢len a smérnice). Podminku v stiedni hodnoté

obvykle vynechavame.

- Napt. zavislost primérné poptavky Y na cen¢ x.
Jde o linearni regresni funkci a jejim grafem je regresni piimka.
Hlavni uloha: odhad regresnich parametrti.
Pouzijeme k tomu dvourozmérny nahodny vybér dvojic n pozorovani (Xt,y1), (X2,Y2),.+-.,(Xn,¥n).
Rovnici prepiseme do stochastického tvaru:

Vi= ot fixita=E(YX)+a,i=1,...n,

kde & piedstavuje nahodné slozky (chyby méfeni).

Regresni koeficienty odhadneme metodou nejmensich étvercti (MNC). Jejich odhady oznagime
bo a b1

Odhadnuta regresni funkce je
9, =B, + Bx =b, +bx, i=1,..,n,

coz predstavuje vybérovy (empiricky) regresni model
Jiny tvar zapisu modelu
yi = bo + b1 Xi + €,
kde ei = yi —(bo + bixi) jsou odhady nahodné slozky - tzv. rezidua = empiricka (namétena)

hodnota minus vyrovnana hodnota;
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residuals = empirical — fitted values.

Grafem je odhadnuta (empirickd) regresni pfimka

Metoda nejmensich ¢tvercii

Grafické znazornéni vyrovndni MNC: Za optimalni vyrovnani volime to, které minimalizuje

soucet Ctverct rezidui (naznacené Ctverce).
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Matematicky princip MNC: v

bo, b1 dostaneme minimalizaci funkce

S(bo, bl):i(yi _bo_blxi)z' °

¥,= 4966721876 X,

Predstavuje soucet ¢tvercti rozdilti mezi empirickymi a vy-

rovnanymi hodnotami regresandu.

Derivovanim podle proménnych bo, b1, polozenim téchto
rovnic nule a upravou dostaneme systém normalnich rovnic

(SNR) pro neznamé parametry

bon +bXx

2Vi,

boZ X +b1Zx% =ZXiyi.

Resenim SNR dostaneme MNC-odhady regresnich parametrii

b :ZinXiz_ininyi blzaniyi—inZyi |
o ny. xf—(z x)? nzxiz_(z x,)

S vyuzitim kovariance a dalSich vybérovych charakteristik odtud dostaneme hledané odhady
SX = = A — —
b=z B=y-biX, §=y+b,(x-X),
kde :ﬁg Xis yzﬁg Yijsou vybérové primery, 5x =H,Z:1: (% =X) =H.Z:1: X=X je vyb. rozptyl

1& _ 1L .
a Xy:ﬁ; (% =X)yi = ¥)= H; X Yi=Xy je vybérova kovariance.

Sila linearni zavislosti:

Jako mira sily (intenzity) linearni zavislosti Y na X se pouziva korela¢ni koeficient
Py

yx—
5.,

Zde sx , Sy jsou vybérové smérodatné odchylky a

8= % i(x,- —X)(y,—y) = %(Zn:xiyi—nx_yj

i=l1

162



je vybérova kovariance. Vyznam a interpretace ryx je znam z popisné statistiky. Pro ru¢ni vy-

n n n
pocet lze pouzit vzorec XY= Xy y/n
iZ:l: iJi Z i Z i

i=1 i=1

- (2

Sila obecné zavislosti se obvykle také popisuje koeficientem determinace R?, ktery u regresni

r=

pfimky je roven ¢tverci korela¢niho koeficientu.

Interpretace R?:

- Udava, jakou ¢ast zmén vysvétlované proménné je mozno vysvétlit zménami vysvétlu-

jici proménné (obvykle se vyjadiuje v %).

Regresni rovnici lze pouzit na piedpovéd’ (predikci) hodnoty vysvétlované proménné y, kdyz

za x dosadime do regresni rovnice zadanou hodnotu vysvétlujici proménné.

Priklad 2: V ur€ité obci s 55 obyvateli byl proveden prizkum poptavky Y po urcité zbozni
komodité v zavislosti na cené Xi. Pfi cen¢ 1 K¢ byla poptavka u 7 obyvatel v mnozstvich 45, 46,
47,48, 49, 50 a 51 kust, pti cen¢ 2 K¢ byla poptavka u 5 obyvatel v mnozstvich 44, 45, 46, 47,
48 kust. Dalsi udaje o této poptavce v zavislosti na cené jsou uvedeny v 1. a 2. sloupci nasle-
dujici tabulky. Doplnime do tabulky podminéné hodnoty poptavky v zavislosti na cené E(Y | Xi).
Znazornime do jednoho obrazku bodovy diagram zavislosti poptavky na cené a vypocitané
podminéné praméry. Spojime tyto priméry populaéni regresni ¢arou (regresni piimka). Reseni

provedeme do tabulky:

Cena [K¢] xi | Poptavka [kust] Y Pocet zakazniki E(Y | xi)
1 45 46 47 48 49 50 51 7 48
2 44 45 46 47 48 5 46
3 40 42 44 46 48 5 44
4 353842 44 46 47 6 42
5 36 394042 43 5 40
6 32 353738394243 7 38
7 32 34 36 38 40 5 36
8 31323334 353637 7 34
9 28 30 32 34 36 5 32
10 29 30 31 3 3
Soucet X 55 X
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Zavislost poptavky Y na cené X:

Ptiklad 3: Pro data z ptedchazejiciho ptikladu byl proveden nahodny vybér. Jeho vysledek je v

poptavka

cowepaooo

1. a 2. sloupci nasledujici tabulky. Odhadneme rovnici ptislusné vybérové regresni funkce.

Data a vypocty jsou v tabulce:

Xi Vi XiYi xi? \2 €i e vi©
1 49 49 1 47,509 1,4909 2,2228 2401
2 45 90 4 45,352 -0,3515 0,1236 2025
3 44 132 9 43,194 0,8061 0,6497 1936
4 39 156 16 41,036 -2,0364 4,1468 1521
5 38 190 25 38,879 -0,8788 0,7723 1444
6 37 222 36 36,721 0,2788 0,0777 1369
7 34 238 49 34,564 -0,5637 0,3177 1156
8 33 264 64 32,406 0,5940 0,3528 1089
9 30 270 81 30,248 -0,2484 0,0617 900
10 29 290 100 28,091 0,9091 0,8265 841
55 378 1901 385 378,000 0 9,5515 14682
Zakladni ¢iselné charakteristiky:

n n

>—<=12xi =55, y=13y, =378,

n i=1 n i=1
, 1 1Q
S, = —Z x? —x? =385-55" = 8,25, Sy2 == y?-y® =14682 -37,8° = 39.36
Nz Nz
Sx = 2,87, Sy = 6,27, 13 o
S = 2% Y - XY =1901-55378= 17|




Odhady regresnich parametru:

) =

S, -178
2 825

~21576, by=Y—-Db, X =378-(-2,1576).5,5 = 49,6670.

Odhad regresni pfimky:

Y=Y+, (X—X) = 37,8 - 2,1576(x - 5,5) = 49,6770 - 2,1576 X.

Vybérova zavislost poptavky Y na cené X:

Sila linearni zavislosti

Korelaéni koeficient:

n n

iZ:nl:Xiyi _inzyi/n

i=1 i=1

e ol (3

~ 1901-55/10 _ 178 __ogg
/385552 /1014682 —3782/10 287.627

Znamena to, ze sila linearni zavislosti je velka a nepfima (s ristem ceny klesa poptavka) — viz

obrazek.
Koeficient determinace R? = (-0,989) = 0,978
Znamena to, ze zménami cen je vysvétleno 97,8% zmeén poptavky.
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Interpretace odhadnutych regresnich parametri

Diilezita je smérnice regresni piimky bi. Nazyvame ji regresnim koeficientem.

Udavé, o kolik se zméni vysvétlovand proménna, kdyz se vysvétlujici proménna zméni o jed-

notku.
Absolutni ¢len bo ma vyznam jen v nékterych situacich.
V uvedeném pi. 3: je rovnice regresni piimky E(Y)=49,7-2,16x.

Interpretace b;: Zvétsi-li se cena o 1 K¢, snizi se poptavka v priméru o 2,16 ks.

Interpretace bo: Poptavka pti nulové cené je v praméru 49,7 ks.

Predikce: Pti cené x=5,50K¢ je predpoved’ poptavky y=49,7-2,16.5,50=37,8 ks.

Dalsi typy regresnich funkci

Pokud vidime z bodového diagramu, Ze mezi proménnymi je nelinedrni statisticka zavislost,
muzeme Casto i tuto nelinearni regresni funkci pomoci vhodné transformace pievést na linearni

a tuto potom vyrovnat MNC.
Napft. funkciy = a + b/z + e pfevedeme na regresni ptimku transformaci x = 1/z.

Exponencialni zavislost y = ¢**"**¢ nebo mocninnou y = az® pfevedeme na linearni logaritmo-

vanim této rovnice.

Ptiklad 4: Viz Stuchly (1999b), s. 41-42.

Vyrovnani regresni primky v Excelu a vR
Regresni piimka v Excelu:

- Vyrovnani linearni regresni funkce 1 korelacni koeficient: Analyza dat — Regrese.

- Korelacni koeficient dostaneme i pomoci statistické funkce Corel.
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Regresni pfimka v R:

-V Statistics — Fit model - Linear regression vytvotfime i odhadneme model.
- Graf dostaneme v Graphs — Scatterplot (nechame zaskrtnuté jen Least-squares line.
- Bodovou piedpovéd’ dostaneme piikazem:

predict(model, newdata=data.frame( prom=).

Studijni materialy:
Zakladni literatura:

HINDLS, R. a kol. Statistika pro ekonomy. Praha: Professional Publishing, 2007. S. 169-210.
ISBN 978-80-86946-43-6.

STUCHLY, J. Statistika Il Cviceni ze statistickych metod pro manazery. J. Hradec: VSE, 1999.
S. 5-15, 21-22, 25-26, 41-43. ISBN 80-7079-035-0.

Doporucené studijni zdroje:

GIBILISCO, S. Statistika bez predchozich znalosti. Brno: Computer Press, 2009. S. 152-177,
216-225. ISBN 978-80-251-2465-9.

HINDLS, R. a kol. Analyza dat v manazerském rozhodovani. Praha: Grada, 1999. S. 122-132,
146-154. ISBN 80-7169-255-7.

HINDLS, R. a kol. Metody statistické analyzy pro ekonomy. Praha: Management Press, 2000.
S. 19-32, 44-59, 72-77. ISBN 80-7261-013-9.

JAROSOVA, E. Statistika B. Resené priklady. Praha: VSE, 1994. S. 9-14, 31-32, 37-39, 54-57.
ISBN 80-7079-328-7.

MAREK, L. a kol. Statistika pro ekonomy — aplikace. Praha: Professional Publishing, 2007. S.
213-215, 222-236, 249-250. ISBN 978-80-86446-40.

MINARIK, B. Statistika I pro ekonomy a manazery. Brno: Mendelova zemé&délska a lesnicka
universita, 1995. S. 94-112. ISBN 80-7157-166-0.
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REZANKOVA, H. a T. LOSTER. Uvod do statistiky. Praha: Oeconomica, 2009. S. 56-58.
ISBN 978-80-245-1514-4.

SEGER, J. aR. HINDLS. Statistické metody v trznim hospodarstvi. Praha: Vicoria Publishing,
1995. S. 167-187, 202-214. ISBN 80-7187-058-7.

STUCHLY, J. Referencni karta pro systém R. Ceské Budgjovice: VSTE C. Budgjovice, 2011.

(v elektronické forme — viz https://is.vstech.cz/auth/www/6384/).

WISNIEWSKI, M. Metody manazerského rozhodovani. Praha: Grada, 1996. S. 309-325. ISBN
80-7169-089-9.

WONNACOT, T. H. aR. J. WONNACOT. Statistika pro obchod a hospodarstvi. Praha: Victo-
ria Publishing, 1993. S. 388-407, 487-500, 514-522. ISBN 80-85605-09-0.

1)

2)

Otazky a ukoly

Pracovnik personalniho oddéleni urc¢itého podniku zkouma, zda existuje vztah mezi po-
¢tem dni absence v praci a vékem pracovnika. Nahodné vybere pracovni zdznamy 10
pracovniki a ziska tidaje o jejich v€ku X (v letech) a poctu dni yi, v kterych nenastoupili

do prace v dobé jednoho kalendainiho roku. Udaje jsou v nasledujici tabulce:

Xi 27 61 37 23 46 58 29 36 64 40

Yi 15 6 10 18 9 7 14 11 5 8

Urcete: a) bodovy odhad regresni pfimky (napiste 1 systém normalnich rovnic), b) cha-
rakteristiky popisujici silu této zavislosti a interpretujte jejich vyznam, C) interpretujte
odhadnuty regresni koeficient, d) odhadnéte primérny pocet dni absence pro 26-ti le-

tého pracovnika.

Hodlate prodat auto, které méa najeto 30000 km, a chcete si udé€lat piedstavu o jeho
prodejni cen€. V bazaru stoji 50 aut téZe znacky, idaje o cené€ a poctu najetych kilometru

naleznete v datovém souboru ojetiny.dat, resp. ojetiny.csv. V souboru jsou nasledujici
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udaje: id (identifika¢ni Cislo ojetého auta), cena (cena ojetého auta v tis. K¢), najeto
(pocet najetych kilometrti v tis. km). Pomoci vhodného obrazku a charakteristiky po-

piSte miru zavislosti mezi cenou ojetého auta a poctem najetych km.

3) Pro zadani z pifedchoziho ukolu na zakladé modelu regresni pifimky proved’te nasledu-
jici kroky: a) Odhadnéte primérnou cenu nového auta. b) Odhadnéte, jak se primérna
cena auta zméni s kazdymi 10000 najetymi kilometry. ¢) Pomoci vhodné charaktristiky
posud’e vhodnost modelu. d) Radi byste prodali vase auto za 150000 K¢. Odpovida vase

piedstava cendm ojetin v bazaru? Své rozhodnuti zdiivodnéte.

4) Vyrovnejte data ze souboru ojetiny.csv regresni hyperbolou. Porovnejte kvalitu tohoto

vyrovnani s vyrovnanim regresni ptimkou.

e Ukoly k zamygSleni a diskuzi

1) Pii pokusu najit piimku prolozenou MNC v bodovém diagramu pouZijeme pogitatovy
program. Ten ndm ovSem ukaze, ze zadna takova ptimka neexistuje. Kdyz si graf pro-
hlédneme, zjistime, zZe body jsou rozprostteny po celém prostoru. Korelace mezi dvéma
proménnymi se ocividné a) nachdzi mezi 0 a +1, b) se rovna 0, ¢) nachazi mezi -1 a 0,

d) rovna -1. Které z uvedenych tvzeni plati?

2) Uvazujme linearni regresni zavislost mezi ziskem a prodejem. Jaké hodnoty mohou
V tomto piipad€ nabyvat regresni parametry: negativni nulové nebo pozitivni? Jaka je

jejich ekonomicka interpretace?

(0 KIli¢ k reSeni otazek:

1) Regresni piimka: a) 21,578 - 0,268x, (10bo+421b1=103, 421bo+19661b1=3817); b) r =
-0,9325, R? = 0,8692; c) Zvysi-li se v&k pracovnika o 1 rok, snizi se primérna roéni

absence 0 0,268 hodin; d) 14,6 dni. Podrobné feseni viz Stuchly (1999b), s. 25-26.

2) Regresni ptimka v Excelu: V Analyze dat pouzijeme nabidku Regrese. Ve vstupnim
okné vypiseme: Vstupni oblast Y: B1:B51 (odkaz na ceny); Vstupni oblast X: B1:B51
(odkaz na najeto). Zaskrtneme Popisky a Graf regresni primky. Z Vystupu:

Regresni statistika
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Nasobné R 0,808076 korelac¢ni koeficient

Hodnota spolehlivosti R 0,652988 koeficient determinace

Nastavend hodnota spolehli-

vosti R 0,645758 korigovany koeficient determinace
Chyba stt¥. hodnoty 62,03298 residudlni standartni chyba

Pozorovéani 50 pocet méreni

Koefi-

cienty

Hranice 374,7484
najeto -3,18673

Zavislost ceny na najetych km

600

500 H
400 H

¢ cena
-#-(Qc¢ekavana cena

300 ~

cena

200 A
100 A

0 100 200
najeto

Na obrazku je bodovy diagram a odhadnuta regresni pifimka. Korela¢ni koeficient Ize

urcit v Analyze dat z nabidky Korelace (piejedeme oba sloupce dat).

Dostaneme r = -0,808. Interpretace: Mezi cenami a poctem najetych kilometrt je silna
nepiima linearni zavislost.

3) Z pocitatového vystupu k 2. ukolu dostavame: a) Primérna cena nového auta je 375 tis.
K¢; b) S kazdymi 10 000 najetymi km klesne primérna cena o 32 tis. K¢; ¢) Koeficient
determinace je R? = 0,653. Jeho interpretace: Zmé&nami v poctu najetych km je linedrnim
modelem vysvétleno 65,3% zmén cen; d) Predpoveéd’ dostaneme dosazenim za najeto =

30 tis. K¢ do regresni rovnice: primérna cena = 374,7 — 3,2.najeto = 374,7 — 3,19.30 =
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279 tis. K¢&. Tedy vase cena 150 tis. K¢ predstavuje zna¢né podhodnoceni ceny proda-

vaného auta.

4) Regresni piimka v R: Odhadujeme model stfedni cena = B-o+p1.(1/najeto). Postupujeme

obdobné¢ jako v tkolu 2, jen misto proménné najeto pouzijeme jeji prevracenou hod-

notu, kterou dopo¢itame v Excelu. Vystup z Excelu:

Regresni statistika

Nadsobné R 0,902415

Hodnota spolehlivosti R 0,814352

Nastavend hodnota spo-

lehlivosti R 0,810484
Chyba st¥. hodnoty 45,37278
Pozorovani 50
Koefi-
cienty
Hranice 78,52338
1/najeto 4752,269

cena

Zavislostceny na 1/najeto

600

500 A
400 ~
300 +
200 +
100 +

*+ cena

=== Gekavana cena

0 0,05 0,1

1/najeto
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Rovnice odhadnuté zavislosti: stiedni cena = 78,5 + 4752,3.(1/najeto). Koeficient de-
terminace R? = 0,902 i obrazek ukazuji, ze regresni hyperbola predstavuje lepsi vyrov-

nani nez regresni primka.
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Kapitola 10: Statisticka indukce v regresnim modelu

0
h Klicové pojmy:

statisticka indukce v regresnim modelu, residualni rozptyl, standardni chyba odhadu,
standardni norméalni model, standardni chyby regresnich parametri, intervaly spolehli-
vosti a testy pro regresni parametry, index determinace, bodova a intervalova predpovéd’,

predikéni chyba, homoskedasticita, heteroskedasticita, autokorelace, Leveniiv test,

Breutch-Paganuv test, Durbinuv-Watsonuv test, residualni analyza

ﬁCﬂe kapitoly:

- uvédomit si moZnosti provadéni statistické indukce v regresi;
- umét ovérovat predpoklady pro pouZiti statistické indukce v regresi;

- naudit se interpretovat vysledky statistické indukce v regresi.
Z Cas potiebny ke studiu kapitoly: 11 hodin

==} Vyklad:

Nastinéni obsahu kapitoly.
Odhady nahodné slozky
Standardni normalni regresni model (SNRM)
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Vlastnosti odhadu v SNRM
Statisticka indukce v SNRM

- Intervaly spolehlivosti
- Testy

Miry sily zavislosti
Pouziti modelu na ptedpovéd’

Ovétovani podminek SNRM

Struktura vykladu

Odhady nahodné slozky

Suave est ex magno tollere acervo
Milo jest brati z velkého mnozstvi

Horatius

A

Nahodné slozky & , (i=1, ...,n) odhadujeme pomoci rezidui & =YiYi

- Tedy rezidua jsou rozdily empirickych a vyrovnanych hodnot.

1 O

A2 512 o2

Nestranny odhad rozptylu ndhodné slozky: © T § ,(Yi ¥,)" =s".
— 24

- Je to residudlni soucet ¢tvercli déleny odpovidajicimi stupni volnosti n-2.

- Odmocnénim dostaneme s - standardni chybu odhadu (SEE).

- Charakterizuje piesnost odhadu regresniho modelu.

Standardni normalni regresni model

Téz klasicky regresni model popsany rovnici Y = o+ B1Xi + &, V kterém jsou plnény podminky:
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- ndhodné slozky &i jsou nezavislé,

- maji rozdéleni N(0; ?).

Vlastnosti odhadu v SNRM

-V standardnim normélnim regresnim modelu pro n=1,...,n plati: Yi =by +bX +6,
o’ Z x; .o’ 1 &7 2
bo ~ N(BO, — 2 ), bl ~ N(Bl! > )1 _ZZei ~X (n'2).
SX n Sx (o} i=1

- Rozptyly odhadnutych parametr( bo a b1 obsahuji neznamy parametr 6°. Po jeho né-

hradé odhadem s? a odmocnéni dostaneme standardni chyby odhadnutych regresnich

parametri: x? _ 1
S(Do) = s % , Sb)=s ns?
n-s, X

- Predstavuji odhadnuté smérodatné odchylky odhadd parametrt bo a bs.

- Charakterizuji pfesnost odhadnutych regresnich parametru.

Statisticka indukce v SNRM

Intervaly spolehlivosti pro regresni parametry (i = 0, 1):

P(bi-t1-o2(N-2)s(bi)< Bi< bit+ti-os2(n-2)s(bi))=1- .

Interval spolehlivosti pro rozptyl nahodnych slozek:

Plszz(n—_z) <o’< Sj(n—_z)] =1-a.
X ar(N—2) Xa2(N—2)

Statistické testy v regresnim modelu:

Testovani vyznamnosti regresnich parametrt:
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Testujeme hypotézu Ho: i = 0 proti alternativni hypotéze Hi: Bi# 0 (i = 0, 1) na hlading

vyznamnosti o.
Hypotézu Ho zamitame na kritickém oboru W = {T = bi/s(bi): [T| > t1-a2(n-2)}.

Je-1i predem znamé, ze Bi > 0 nebo Bi < 0, pouzivame potom jednostranné testy.

Zobecnéni testll vyznamnosti:

Testujeme hypotézu Ho: Bi = Bi*, kde Bi* je urcita pfedem zvolena konstanta, proti Hi:

pouzivame Kritérium T = (bi - Bi*)/s(b).

Miry sily zavislosti

-3
y

2— _
Koeficient determinace: Definujeme vztahem R*= S
y

- Zde

n
S, =>.(y,-¥)? e celkovy soucet &tverci,
i=1

n.oo teoreticky soucet ¢tvercu neboli
S :Z (y — y) 2 v v o v , s
T — ' soucet ctvercl vysvetleny regresi,

n R rezidualni soucet étvercu neboli
S :Z(y_—y.)2 . N p T
RO soucet ¢tvercl regresi nevysvétleny

Celkové zmény v y;

i e;=(y;- ¥i)=zmény v ;i nevysvétlené regresi
(yi-¥)

(9;-y) =zmény v y; vysvétlené regresi

<

VRF: §i=b,+b, X;

Xi

ol
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.. r,=——
Koeficient korelace: s s

Pouziti regresniho modelu na predpovéd’

- Predpovéd bodova:
- dostaneme ji dosazenim za x do pfedpovédni rovnice.

- Predpovéd intervalova:

Predikéni interval (pro Y):

P(Yp—t_ .. (N=2)s(Yp)SY<SY,p+t_, ,(N=2)s(Y; )=l

2
s(yp)=s 1+£+(X_)2()
\" n ns’

- Je mozno pocitat i pFesné&jsi konfiden¢ni interval pro E(Y).

S(y,)=s.| T+ x=%)°
Konfidenéni chyba: Yo I=S g ns?

Ptiklad: Statisticka indukce v modelu regresni piimky: Z tabulky u ptikladu 3 (zavislost po-

Predik¢ni chyba:

ptavky q na cené p) z kap. 9 dostavame:

a)_Odhad rozptylu o? nahodnych slozek a vsech standardnich chyb:

1 1 1
52-g2 = = S (y —9 ) =——Se’~—~_95515-1.1939, s=1,0926,
& — i;(y. 9i) 225102

X2
s(by) = Zzz' 10926, |38 _ 7464,
n2s? 100.8,25
s(b) = |- =1.0926 |— = ~0.1203
C\ns? 10825

b) Intervaly spolehlivosti pro regresni parametry:

P(bi-t1-a2(n-2)s(bi)< fi <bittian(n-2)s(bi))=1-«, 1 =0, 1.
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P(-2,1576-2,306.0,1203< 3 <-2,1576+2,306.0,1203) = 0,95,
tj. P(-2,435< /3 < -1,880)=0,95,
P(49,667-2,306.0,7464< /3 <49,667+2,306.0,7464) = 0,95,

tj. P(47,946< f < 51,388)=0,95,

c) Test vyznamnosti regresnich parametri:
T = by/s(b1) =-2,1576/0,1203 = -17,94,
|T| = 17,97 > to,975(8) = 2,306,
T=bo/s(bo)=49,667/0,7464=66.54
|T| = 66.54 > to,975(8)=2,306,
tj. oba koeficienty jsou statisticky vyznamné

d) Koeficient (index) determinace a korela¢ni koeficient:

= S =1- z—R =1-9,5515/(10.39,39) = 0,9757,

y y

S
r, =—— =-17,8/(2,87.6,27) = 0,989.

e) Prezentaci vysledku:

§ =49,6670-2,1576 xi; R?=0,9757
se = (0,7464) 0,1203) , s.v.=8

t =(66,538) (-17,935)

) Predpovéd’ (predikci):

a) bodovou: pro x =5,5 jey =49,6670 - 2,1576.5,5 = 37,799,

b) intervalovou:

L (x=x)* 1 (55-55)% _
predikéni chyba: S(yP)_S’\/lJrnJrinsi‘1'0926\/1+10+10.8,25—1,146,

P(yP_tl—a/Z (n - 2)S(yp )SYSyP_Ftl—a/Z (n - Z)S(yp )):1—0{
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predikeni interval:

P(37,799-2,306.1,146< Y <37,799+2,306.1,146) = 0,95,

tj. P(35,156 < Y < 40,442) = 0.95

Zakladni vysledky je mozno ziskat i v Excelu:

Regresni statistika Test wznamnosti
Masohng R 0.987792 koreladéni koeficient Ho: Bi=Dws. Hy: Bo20
Hodnota spolehlivosti R 0975733 koeficient determinace [T[=17 9= 2 (850108
MNastavena hodnota spolehlivosti 0.9727 korigovany koeficient determinace p-hod= 9,576E-08
Chyba stf. hodnoty 1.092675 s Hy zamitame
Pozorovani 10 n g zavisi wznamné na p
ANOWVA
Rozdil 38 S F Vyznamnost F

Regrese 1 3840484548 384,05 321,665 957605E-08
Rezidua 3 9551515152 1,1939
Celkem 9 3936

Koeficienty Chyba sif._hodnoty| t stat Hodnota P Dolni 95% | Homi 95%
Hranice 4966667 0,746439359 66,538 29E-12 4794537442 513879459
g -2 157576 0,120299595 -17.935 9.58E-08 -2 43498712 -1.880164
Predpovéd q pro p=5.5 KR
Interpretace by Wzroste-li cena p o 1 K&, klesna poptavka g v priméru o 217 ks

Ovérovani podminek SNRM

Normalita chyb:

- SWT aplikovanym na rezidua.

- QQ-diagram rezidui.
Homoskedasticita chyb (rozptyl se neméni s i)

- Levenovym nebo Breusch-Paganovym testem (v R).
- Grafem zavislosti rezidui na pofadi métfeni nebo na hodnotach vysvétlované proménné,
krabicovy diagram.
Nezavislost chyb (nepfitomnost autokorelace = sériova zavislost).

- Durbintvo-Watsonovym testem (DWT) rezidui - viz Hindls (2007), s. 320.

- Grafem zavislosti rezidui na pofadi méteni nebo proménnych.

Z grafu rezidui je moZno usuzovat na nasledujici problémy v regresnim modelu (residualni ana-

lyza):
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(a) Idesl (b} Mevhodnd regr. funkce {c) Heteroskedasrticita (d) Sériovd korelace

=, Nebo g, =, nebo g, =, nebo g, =, &, nebo cas

Zdroj: Komarek 2007a

Odstranovani problému v regresnim modelu:

Nenormalita chyb:

- Pouzijeme jiny model nebo transformovany model.

Heteroskedasticita chyb:

- Odstranime odlehla pozorovani.

- Misto MNC pouzijeme metodu vaZenych nejmensich étverct (viz Stuchly 2000).

Porusena nezavislost chyb:

- PouZijjeme pokrocilejsi metody odhadu (zobecnénd metoda nejmenSich Cctverct,

ARIMA metody, metoda maximalni vérohodnosti — viz Stuchly 2000).

R-kové piikazy:

- Regresni modely (v Statistics - Linear model...):

Im(y~x, data=);
Im(y~1(1/x), data=);
Im(y~I(log(x),data=);
Im(y~I(sqrt(x), data=);
Im(y~x+1(x"2), data=).

- Odhady a testy regresnich parametra (po aktivaci baliku vsePackage):

Imbeta.test(model, beta.null=, alternative=, conf.level=)
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- Piedpovédi (predik¢ni a konfidenéni):

predict(model, newdata=data.frame(x= ), interval=,, prediction“, level= ),

predict(model, newdata=data.frame(x= ), interval=,, confidence“, level= ).
- Leventv test:

skupiny <- (data$x >= median(data$x));

levene.var.test(residuals(model)~skupiny).

Studijni materialy:

Zakladni literatura:

HINDLS, R. a kol. Statistika pro ekonomy. Praha: Professional Publishing, 2007. S. 226-234.
ISBN 978-80-86946-43-6.

STUCHLY, J. Statistika Il Cviceni ze statistickych metod pro manazery. J. Hradec: VSE, 1999.
S. 17-22, 25-27. ISBN 80-7079-035-0.

Doporucené studijni zdroje:

HINDLS, R. a kol. Analyza dat v manazerském rozhodovani. Praha: Grada, 1999. S. 132-138,
140-142. ISBN 80-7169-255-7.

HINDLS, R. a kol. Metody statistické analyzy pro ekonomy. Praha: Management Press, 2000.
S. 59-68. ISBN 80-7261-013-9.

JAROSOVA, E. Statistika B. Resené prikiady. Praha: VSE, 1994. S. 39-46. ISBN 80-7079-
328-7.

MAREK, L. a kol. Statistika pro ekonomy — aplikace. Praha: Professional Publishing, 2007. S.
215-222. ISBN 978-80-86446-40.
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MINARIK, B. Statistika I pro ekonomy a manazery. Brno: Mendelova zemé&délska a lesnicka
universita, 1995. S. 114-118, 120-123. ISBN 80-7157-166-0.

SEGER, J. aR. HINDLS. Statistické metody v trznim hospodarstvi. Praha: Vicoria Publishing,
1995. S. 193-197, 236-243. ISBN 80-7187-058-7.

STUCHLY, J. Referencni karta pro systém R. Ceské Budgjovice: VSTE C. Budgjovice, 2011.

(v elektronické forme — viz https://is.vstech.cz/auth/www/6384/).

WISNIEWSKI, M. Metody manazerského rozhodovani. Praha: Grada, 1996. S. 325-330. ISBN
80-7169-089-9.

WONNACOT, T.H. aR. J. WONNACOT. Statistika pro obchod a hospoddrstvi. Praha: Victo-
ria Publishing, 1993. S. 408-429, 500-512. ISBN 80-85605-09-0.

1)

2)

Otazky a ukoly

V tkolu 1 kap. 9 jsme odhadli zavislost mezi poctem dni absence y a v€kem pracovnika
x (v letech) linearni regresni funkci tvaru E(Y) = 21,59 — 0,27x a silu linearni zavislosti
popsali korelaénim koeficientem r = -0,933. a) Testujte vyznamnost regresniho koefi-
cientu a urcete piisluSny interval spolehlivosti. b) odhadnéte bodové 1 intervalove pri-
mérny pocet dni absence pro 26-ti let¢ho pracovnika, c) odhadnéte bodové 1 intervalové

pocet dni absence v letech pro jednoho 26-ti leté¢ho pracovnika.

V ukolech 2-3 kap. 9 jsme fesili v Excelu zakladni zadani z regrese a korelace. Nyni si
vyieste V R tato zadéni, rozsifena o statistickou indukci. Tedy hodlate prodat auto, které
ma najeto 30000 km, a chcete si udélat predstavu o jeho prodejni cen€. V bazaru stoji
50 aut téze znacky, udaje o cené a poctu najetych kilometru naleznete v datovém sou-
boru ojetiny.dat. a8) Pomoci vhodného obrazku a charakteristiky popiste miru zavislosti
mezi cenou ojetého auta a poctem najetych km. b) Odhadnéte bodovée a intervalove
vprimérnou cenu nového auta. ¢) Odhadnéte bodové a intervalové, jak se primérna

cena auta zméni s kazdymi 10000 najetymi kilometry. d) Otestujte, zda cena auta zavisi
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na poctu najetych kilometrt. e) Otestujte, zda cena auta klesd s po¢tem najetych kilo-
metrt. f) Odhadnéte bodové a intervalové primérnou cenu aut, které maji najeto stejné
jako vase auto, tj. 30000 km. g) Radi byste prodali vase auto za 150000 K¢. Odpovida
vaSe piedstava cenam ojetin v bazaru? Své rozhodnuti zdtivodnéte. h) Ovéite piedpo-

klady regresni analyzy.

3) Porovnani modeld. Vyberte pro data ze souboru ojetiny2.dat nejvhodnéjsi jednovybe-

rovou regresni funkci pro zavislost ceny ojetého auta na poctu najetych km. Pouzijeme
tyto regresni funkce: a) pfimku, b) odmocninovou funkce, c¢) hyperbolu, d) logaritmic-
kou funkci, e) kvadratickou funkci. Rozhodovani provedeme pomoci R?, s a bodového

diagramu. Reste ulohu v R.

e Ukoly k zamysleni a diskuzi

1) Uvazujte 0 analogii mezi jednovybérovym t-testem o pruméru a testy o regresnich pa-

rametrech.

2) Pokuste se fesit predchazejici feseny ukol 2 pomoci regresni hyperboly.

O— Kli¢ Kk FeSeni otazek:

1) Statisticka indukce v regresnim modelu: a) Testujeme hypotézu Ho: B1 = O proti jedno-
stranné alternativé Hi: B1 <0 na hladin€ vyznamnosti o = 0,05. K tomu t¢elu pouZijeme
testové kritérium T = bi/s(b1) = -0,2681/0,0367 = -7,305. Protoze plati T < -toos5(8)
= -1,860, zamitdme nulovou hypotézu a tvrdime, Ze linearni vztah mezi po¢tem dni ab-
sence pracovnika a vékem pracovnika je na 5%-ni hladin€ vyznamnosti statistiky vy-
znamny; P(-0,353 < 1 <£-0,183) = 0,95. b) E(Y[x=26) = 14,62, P(12,81 < E(Y|x = 26)
<16,42) = 0,95; c) P(10,48< Y <£18,75) = 0,95. Podrobng&ji viz Stuchly (1999b), s. 26.
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2) Ulohy budeme fesit v R-ku pomoci piikazi (vétsinu krokt je mozno fesit interaktivng,

tj. z nabidky). Aktivujeme balik vsePackage a nacteme data ze souboru ojetiny.dat.

a) Bodovy diagram s regresni pfimkou dostaneme nabidky Graphs-Scatterplot (ozna-
¢ime cena a najeto a zrusime Marginal boxplot a Smooth Line, napiseme do x-axis label:
pocet najetych km [tis. km] a do y-axis label: cena ojetého auta [tis. K&] nebo pouZijeme

ptikaz (pokud chceme mit i hlavni nadpis):

scatterplot(cena~najeto, reg.line=Im, smooth=F, main="“Bodovy diagram*, xlab="“pocet najetych km [tis. km] ",

ylab="cena ojetého auta [tis. K] ", boxplot=F, span=0.5, data=ojetiny)

Bodovy diagram

cena ojetého auta [tis. KE]

300 400 500
| | |
¢

o

200
|
-
a8
¥
-

100
|
o
‘

20 40 =i} a0 100

poiet najetych km [tis. km]

Korela¢ni koeficient piikazem cor(ojetiny$najeto, ojetiny$cena):

> cor (ojetinyS$najeto, ojetinyScena)

[1] -0.8080765

Regresni piimku dostaneme v nabidce Statistics-Fit models-Linear regression...

(zaskrtneme cenu a najeto a stiskneme OK):

> RegModel.l <- Im(cena~najeto, data=ojetiny)
> summary (RegModel.l)

Call:

Im(formula = cena ~ najeto, data = ojetiny)

Residuals:
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Min 10 Median 30 Max
-117.21299 -45.94419 -0.09883 39.69985 181.49233

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 374.7484 18.1188 20.683 < 2e-1l6 ***
najeto -3.1867 0.3353 -9.504 1.30e-12 **=*
Signif. codes: O '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 62.03 on 48 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.653, Adjusted R-squared: 0.6458
F-statistic: 90.32 on 1 and 48 DF, p-value: 1.304e-12

Testy a interval spolehlivosti pro regresni parametry dostaneme piikazem
Imbeta.test(RegModel.1):

> library (vsePackage)

> lmbeta.test (RegModel.1l)

Estimate Std. Error Conf. Alternative Estim. Low Estim. Up
(Intercept) 374.748379 18.1188041 0.95 two.sided 338.318082 411.178676

najeto -3.186725 0.3353081 0.95 two.sided -3.860908 -2.512543
Beta HO t value p value

(Intercept) 0 20.682843 1.490125e-25

najeto 0 -9.503872 1.304310e-12

Interpretace regresnich parametri:

b) Primérna cena nového auta je 375 tis. K¢, intervalové od 338 do 411 tis. K¢

c) S kazdymi 10 000 najetymi km klesne cena o 32 tis. K¢, intervalové od 25,1 do 38,6
tis. K¢

d) Testujeme hypotézu Ho: B1=0 vs.Hi: B1£0. |T| = 9,5, p-hod.=1,3.10"12. Ho zamitame,
tj. regresni koeficient je vyznamny, proto cena auta zavisi na poctu najetych km.

e) Testujeme hypotézu Ho: P1=0 vs. Hi: B1<0. Pro levostranny test pouzijeme piikaz

Imbeta.test(RegModel.1, beta.null=0, alternative="less"):

> lmbeta.test (RegModel.l, beta.null=0, alternative="less")

Estimate Std. Error Conf. Alternative Estim. Low Estim. Up Beta

HO t value p value
(Intercept) 374.748379 18.1188041 0.95 less -Inf 405.137676
0 20.682843 1.000000e+00
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najeto -3.186725 0.3353081 0.95 less -Inf -2.624339
0 -9.503872 6.521548e-13

> gt (0.05,48)

(1] -1.677224

>

Zavér: T=-9,5<-1,67, p-hod.=6,5.10"3, proto Ho zamitame, coZ znamena, Ze cena auta
vyznamn¢ klesa s poctem najetych kilomertd.

f) Bodovou a intervalovou piedpovéd’ stfedni ceny pii 30 tis. najetymi km dostaneme

ptikazem predict(RegModel.1, newdata=data.frame(najeto=30), interval= " confi-

dence"):

> predict (RegModel.l, newdata=data.frame (najeto=30), interval=" confidence )
fit lwr upr

[1,] 279.1466 258.0078 300.2854

Zavér: Primérna cena aut s najetymi 30 tis.km je 279 tis. K¢, intervalové od 258 do 300
tis. K¢&.
g) Bodovou i intervalovou predikci ceny vaseho auta dostaneme piikazem predict(Reg-

Model.1, newdata=data.frame(najeto=30), interval="prediction"):

> predict (RegModel.l, newdata=data.frame (najeto=30), interval="prediction")
fit lwr upr
[1,] 279.1466 152.6423 405.6509

>

Zavér: Cena Vaseho auta by méla byt 279 tis.K¢, intervalové od 152,6 do 405,6 tis.K¢.
Interval je $irSi (méné pfesny). VaSe piedstava o cené je podhodnocena.

h) Ovéfeni predpokladu pro korektnost pouziti statistické indukce v regresi: Vypocetné
testujeme normalitu rezidui SWT, homoskedasticitu rezidui Levenovo nebo Breusch-

Paganovym testem a nezavislost rezidui Durbinovo-Watsonovym testem. Piikazy:
shapiro.test(residuals(RegModel.1))

skupiny <- (ojetiny$najeto >= median(ojetiny$najeto))
levene.var.test(residuals(RegModel.1)~skupiny)

bptest(cena ~ najeto, studentize=FALSE, data=ojetiny)

dwtest(cena ~ najeto, alternative="two.sided", data=ojetiny)

Vystupy:

> shapiro.test (residuals (RegModel.l))

Shapiro-Wilk normality test
data: residuals (RegModel. 1)
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W = 0.9848, p-value = 0.7648

> skupiny <- (ojetiny$najeto >= median (ojetinyS$najeto))
> levene.var.test (residuals (RegModel.l) ~skupiny)
Levene test of homogeneity of variances
data: residuals(RegModel.l) by skupiny
Levene's F = 0.4992, num df = 1, denom df = 48, p-value = 0.4832
> gf(0.95,1,48)
[1] 4.042652

> bptest (cena ~ najeto, studentize=FALSE, data=ojetiny)
Breusch-Pagan test
data: cena ~ najeto

BP = 2.0503, df = 1, p-value = 0.1522

> dwtest (cena ~ najeto, alternative="two.sided", data=ojetiny)
Durbin-Watson test

data: cena ~ najeto

DW = 2.2445, p-value = 0.3847

alternative hypothesis: true autocorelation is not 0

p-hodnoty vSech téchto testl jsou vysoké. Proto nezamitime nulové hypotézy o norma-
lité, homoskedasticité a nezavislosti rezidui. Podminky na pouziti statistické indukce v
regresi jsou splnény. Z grafickych ovétovacich metod pouzijme QQ-diagram a bodovy

diagram zavislosti rezidui na vyrovnanych hodnotach. PouZijeme piikazy:

par(mfrow=c(1,2), bty="n")

ggnorm(residuals(RegModel.1), main="normalni QQ graf pro rezidua", xlab="teoreticke kvantily
N(0,1)", ylab="vyberove kvantily", pch=16)

abline(a=mean(residuals(RegModel.1)), b=sd(residuals(RegModel.1)), col="blue")
resplot(RegModel.1,"e-yhat", lowess=T, main="Rezidua vs. vyrovnane hodnoty", xlab="odhad ceny

ojeteho auta [tis. Kc]", ylab="rezidua [tis. Kc]", pch=16)

Vystup:
QQ-diagram potvrzuje normalitu a bodovy diagram rezidui ukazuje, Ze na vyrovnani
dat nebyla pouzita optimalni regresni funkce (residua by méla ndhodné kolisat okolo

nuly). Lepsi vysledky nez regresni pfimka by dala regresni hyperbola.
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nermalni QQ graf pro rezidua Rezidua vs. vyrovhane hodhnoty
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3) Porovnani regresnich modeld: Naéteme data do R. Nasledujicimi piikazy vytvoiime a

vypiseme vysledky pro jednotlivé regresni modely:

model01 <- Im(cena~najeto, data=ojetiny2)
model02 <- Im(cena~I(sqrt(najeto)), data= ojetiny2)
model03 <- Im(cena~I(1/najeto), data= ojetiny2)
model04 <- Im(cena~I(log(najeto)), data= ojetiny2)

model05 <- Im(cena~najeto+I(najeto™2), data= ojetiny2)

summary(model01)
summary(model02)
summary(model03)
summary(model04)
summary(model05)

Z jednotlivych vystupi miZzeme shrnout tyto vysledky pro odhadnuté funkce:

a) y=458,5—538x +e, R?= 0,762, s = 65,4
b)y =634,7-67,5Vx +e, R?= 0,850, s = 51,9
c) y = 130,4+2689,7/x + e R2=0,791, s = 61,27
d) y = 851,5-169,7In(x)+e R?=0,890, s = 44,42

e) y = 589,9-15,8x+0,134x%+e R?=0,913,5s=39,9

K sestrojeni bodovych diagramii pouzijeme ptikazy:

par(mfrow=c(3,2))
usek <- seq(5,75,by=0.1)
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plot(ojetiny2$cena~ ojetiny2$najeto, pch=16, main="Regresni primka", ylab="cena auta [tis. Kc]",
xlab="najeto [tis. km]")

lines(usek, predict(model01, newdata=data.frame(najeto=usek)))

plot(ojetiny2$cena~ ojetiny2$najeto, pch=16, main="Regresni odmocnina", ylab="cena auta [tis. Kc]",
xlab="najeto [tis. km]")

lines(usek, predict(model02, newdata=data.frame(najeto=usek)))

plot(ojetiny2$cena~ ojetiny2$najeto, pch=16, main="Regresni hyperbola", ylab="cena auta [tis. Kc]",
xlab="najeto [tis. km]")

lines(usek, predict(model03, newdata=data.frame(najeto=usek)))

plot(ojetiny2$cena~ ojetiny2$najeto, pch=16, main="Regresni logaritmus", ylab="cena auta [tis. Kc]",
xlab="najeto [tis. km]")

lines(usek, predict(model04, newdata=data.frame(najeto=usek)))

plot(ojetiny2$cena~ojetiny2$najeto, pch=16, main="Regresni parabola", ylab="cena auta [tis. Kc]",
xlab="najeto [tis. km]")

lines(usek, predict(model05, newdata=data.frame(najeto=usek)))

Vystup:
Regresni primka Regresni odmocnina
¥

g B o g
Ay ] )
2 - o g
B e o B
b} F 33, So n
3 B8 3 . . 3

T T T T T T T

10 p. 1} 1] a il 1] 0 10 p.1} k1 a a [21] 0

Ve [t hm) e [t hm)
Regresni hyperbola Regresni logaritmus
z z B
& & 7
g g B
8 - 7
3 3 g 3%,
. T T T T T T T
10 p. 1} 1] a a 1] 0 10 pu1} k1) a a [21] 0
Ve it hm) Vae s hm)

Regresni parabola

ceaaanta fits. kg

Vale i )

Zaver: Nejlepsi vyrovnani poskytuje regresni parabola (kvadraticka funkce).
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Kapitola 11: Vicerozmérna regrese

0
u Klicové pojmy:

vicerozmérna regrese, obecny linearni model, absolutni a relativni pruZnosti, elasticity,
B-keficienty, rezidualni rozptyl, standardni normalni model, F-testy v regresnich mode-
lech, koeficient (index) mnohonasobné determinace, koeficient parcialni a mnohonasobné
korelace, korigovany koeficient determinace, intervaly spolehlivosti pro korela¢ni koefi-

cient, testy o korela¢nich koeficientech, multikolinearita, umélé proménné v regresi

ﬁCﬂe kapitoly:

- pochopeni pojmu vicenasobna regrese a korelace;

- porozuméni zikladnim cilim strategie analyz zavislosti numerickych promén-

nych;
- znalost metod odhadu vicermérnych modelu;

- naucit se pomoci umélych proménnych zahrnovat mezi regresory i nominalni pro-

meénné.

Z Cas potiebny ke studiu kapitoly: 13 hodin
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E=D vyklad:

Nastinéni obsahu kapitoly.

Vicerozmérna regrese

Interpretace regresnich koeficienti

Statistickd indukce V regresni analyze

Pouziti modelu na predpovéd

Ukazatele sily vicerozmérné linearni zavislosti
Statistické indukce v korela¢ni analyze
Ovétovani podminek SLRM

Umélé proménné v regresi

Struktura vykladu

Durante causa, durant effectus — cesante causa, cessant effectus
Dokud trva pricina, trva dusledek — ustdava-li pricina, ustava také diisledek

Bacon

Vicerozmérna regrese

Obecny linearni model:

Yi = fo + Xt fXeit. + BoXeit g, J=1,2,...,1;

- obsahuje p vysvétlyjicich prom&nnych (regresorti), p+1 nezndmych parcidlnich regres-
nich parametri a ndhodnou slozku;

- B B2, ..., Bp nazyvame dil¢i (parcialni) regresni koeficienty (tzv regresni nadrovina).

Ptiklad: Pro p = 2 - z&vislost vynosu y na cen¢ X1 a nakladech na reklamu Xo.
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Vi = fo + Sixijtfxe + g, = 1,2,..,0,

- Jde o tzv. regresni rovinu.

- Presn¢jsi oznaceni regresnich koeficient: Byxix2, Pyxext.
Regresni parametry odhadujeme op&t MNC.
- Jejich rucni vypocet je komplikovany (opird se o maticovy zapis).
- Pouzivame proto vhodny statisticky program.
Odhadnuty regresni model

Y =bo+bixy + boxo + ... + bpXp

Interpretace dil¢ich parcidlnich regresnich koeficientii bj a pouziti vysledki k analyze:

- Kdyzse zvétsi xi (i=1,...,p) o jednotku a ostatni vysvétlujici proménné zistanou stejné,
udava bj, 0 kolik se v priméru zménila hodnota vysvétlované proménné y.
- Ekonomicky vyznam

%y

- Udavaji empirické absolutni pruznosti: b, = ox
1

- Lze pomoci nich pocitat okamzité relativni pruznosti (elasticity):

i:ﬂ:l:ﬂny:ﬂiﬁ,izl,
&% anx y

o P

- ProtoZe definici relativni pruZnosti 1ze numericky aproximovat vzorcem (tzv.

empirické elasticity): Ay Y ﬂloo
N —" = y— | =
Ei ~ AX . X AX ] I 1;--'1 p!
i 1100
X.

plyne odtud, Ze relativni pruznosti vyjadiuji separovanou procentualni zménu
vysvétlované proménné Y odpovidajici jednotkové procentudlni zméné vysveét-

lujici proménné Xi.

B-koeficienty:

S,
=h %,

XI
Sy

- Proi=1,...,p jsou definovany vzorci B,
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- Predstavuji téz dil¢i korelacni koeficienty.
- Lze je také pocitat jako
- parcialni regresni koeficienty mezi odpovidajicimi standardizovanymi promén-
nymi,
- nebo pomoci parovych korelacnich koeficient.

| By |

- Pouzivame je k vypoctu veli€in ; ,
2B, |
=1
které udavaji, jak se podili zmény jednotlivych vysvétlujicich proménnych na variabilité
(zménach) vysvétlované proménné.
- Intenzitu vlivu jednotlivych proménnych Ize vyjadfit v procentech.
- Priklad na interpretaci - Hindls (2007), s. 218-219 nebo Stuchly (1999b), s. 52.

Odhad rozptylu nahodné slozky:

. 2 _ 1 Zn: 2
- Provadime opét rezidualnim rozptylem $ = 1 ¢;
n=p—1Lj
kde ej jsou rezidua (rozdily naméfenych a odhadnutych hodnot vysvétlované pro-
ménné).
- Tento odhad je nestrannym odhadem.
- Dalsi regresni analyza se provadi obdobné jako v modelu regresni pfimky.

-V dal$im upozornime na piipadné rozdily.

Statisticka indukce V regresmi analyze

Standardni regresni model:

Splnuje podminky standardizace, tj. pro j = 1,2,...,n plati:

1) ndhodné slozky &j maji normalni rozdéleni (normalita),
2) E(gj) = 0 (vhodnost linearniho modelu - kolisani chyb kolem nuly),
3) D(gj) = o (homoskedasticita),

4) cov (gj,ex) =0 V j #k (nezavislost, resp. nekorelovanost chyb),
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5) proménné xi (i = 0,1,...,p) a Xo (vektor jednicek) jsou nenahodné a vzajemn¢ linearné

nezavislé (v modelu neni multikolinearita).

Potom MNC-odhad je nejlepsi linearni nestranny odhad (BLUE) regresnich parametri a statis-
tickou indukci (intervaly spolehlivosti a testy) mizeme provadét obdobné jako v modelu re-

gresni piimky.

100(1- )% intervaly spolehlivosti pro regresni parametry:

P(bi - tr-ar2(n-p-1) s(bi) < fi < bi + tran(n-p-1) s(bi)) =1- o, 1=0,1,...,p.

Testy 0 regresnich parametrech:

- Proi=0,1,..p testujeme hypotézy Ho: Bi = O proti alternativnim hypotézam Hi: i = 0
na hladin€ vyznamnosti o.
- Ho zamitdme na kritickém oboru W = {T = bi/s(bi): [T| > t1-a2(n-p-1)}.
- Nezamitnuti Ho interpretujeme jako statistickou nevyznamnost regresniho para-
metru Bi.
- Znamena to, Ze na proménnou Y bud’ nepusobi vyznamné proménna X; (je ji
tteba z modelu vypustit) nebo nemame vhodna data.

- Testy je mozno zobecnit.

Celkovy F-test o regresnim modelu:

Testujeme hypotézu Ho: /1= = ... = [ = 0 proti alternativni hypotéze Hi, Ze aspon jeden

Z téchto koeficientil je nenulovy. Jde o celkovy F-test.

Testové kritérium: . p _ D=9 p
S Se X9,y (n-p-))
n-p-1

- Zde St je teoreticky ¢i regresi vysvétleny a Sr je rezidualni soucet étverci. Jsou pocitany

v specialni analyze rozptylu.

- Kiriticky obor: W = {F: F > F1.q(p;n-p-1)}.

Na postupném vynechavani nevyznamnych regresort je zaloZena tzv. metoda stupniovité re-

grese.
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Zobecnéni celkového F-testu:

V modelech s vice vysvétlujicimi proménnymi je mozno uvedeny test zobecnit tak, Ze testu-
jeme hypotézu, Ze jen poslednich r parametri je statisticky nevyznamnych, tj. hypotézu Ho: S

= fp1 = ... = fpr+1 = 0 proti opacné alternativé Hi.
Ozna¢me R/ koeficient determinace redukovaného modelu.

K testovani pouzijeme testové kritérium

_ (R*-R)Ir
~(@-R)/An-p-2)

~F(r,n-p-1)

Kriticky obor: W = {F: F > F1.qo(r;n-p-1)}.

Predpovédi v regresnim modelu
Bodova predpovéd’ pro Xi=xix, Xo=Xox,..., Xp=Xp* (kde hvézdickované hodnoty jsou hodnoty
regresord, v kterych pocitdme predpoved) je

y* = b0+lel*+ b2X2*+ . +prp*

Predik¢ni interval pro jednotlivé hodnoty Y, resp. konfiden¢ni interval pro E(Y), po¢itime po-
moci statistického programu jako u regresni pfimky, jen musime zadat hodnoty vSech regresorti

(hvézdickové hodnoty).

Ukazatelé sily vicenasobné linearni zavislosti

Koeficient (index) mnohondsobné determinace
D=9 Dy -9)

Po ptfevedeni na procenta udava, kolik procent zmén vysvétlované proménné Ize vysvétlit zme-

nami vysvétlujicich proménnych.
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Koeficient mnohonasobné korelace r:

Dostaneme ho odmocnénim koeficientu mnohonasobné determinace. Plati 0< r <1.

Vicenasobna linearni zavislost se popisuje i dil¢i korelacni koeficienty - viz Hindls (2007), s.
220-222.

Statisticka indukce v korela¢ni analyze

Test vvznamnosti koeficientu determinace:

Je ekvivalentni s testem o vyznamnosti celého modelu.

Testujeme hypotézu Ho: R? = 0 proti alternativé Hi: R?# 0.

Fe R*/p
Testové kritérium: (1-R)/n-p-1)’

Kriticky obor: W = {F: F > F1.a(p;n-p-1)}.

Korigovany (adjustovany) koeficient determinace:
D (y;- N (n-p-1)
R?=1-X
Dy, =) (n-1)
=1

ﬁz :RZ_(l_ R2) p

D 2 2
Plati n-p-12 odtud dostavame, ze plati R*<R"

Pi zvySovani poétu vysvétlujicich proménnych se automaticky zvysuje i R?, i kdyz kvalita
modelu se nemusi zlepSovat. Proto pii porovnavani kvality modelid s riznym poctem promén-

nych je lepsi pouzivat korigovany koeficient determinace.

Intervaly spolehlivosti pro korelaéni koeficient:

Viz Hindls (2007), s. 230-232.

Testy o korela¢nich koeficientech:

Viz Hindls (2007), s. 234-238.
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Piiklady: Viz Stuchly (1999b), s. 50-58.

V ekonomické praxi potfebujeme Casto odhadnout i nelinedrni regresni model (napt. Cobb-

Douglasovu produkéni funkei). Obvykle pouzivame k tomu logaritmickou transformaci. Viz
Hindls (2007), s. 223-224.

- Pokud nelze model linearizovat — pouZivame nelinearni MNC (napt. v R).

Ovérovani podminek SNRM

Oveétovani provadime obdobné jako u regresni piimky. Navic musime ovéfit, zda v modelu

neni multikolinearita.

Pokud je mezi regresory linedrni zavislost, fikdme, ze v modelu je perfektni multikolinearita.

Model MNC pak nelze odhadnout (zavisly regresor musime vynechat).

Jsou-li regresory silné skorelované, je v modelu silnd multikolinearita a odhad ziskany MNC

nema dobr¢ statistické vlastnosti. Viz Hindls (2009), s. 224-226.

Umélé proménné v regresi

Vicerozmérna regrese s kvantitativnimi i1 kvalitativnimi regresory:

PouZiva se v analyze dat ke zkoumani zavislosti numerické proménné na numerickych i nomi-

nalnich proménnych.

Pokud davame do linearniho modelu vice vysvétlujicich proménnych (regresortt), rozhoduje o
tom, které proménné do modelu zatadit, ptislusny parovy korela¢ni koeficient mezi vysvétlo-

vanou proménou (Y) a regresorem (urcime ho z korelacni matice).

Pti zatazovani kvalitativni proménné (napf. pohlavi, vzdélani) pouZivime umélé proménné

(UmP) pro jeji trovné. Nabyvaji hodnoty 1, pokud kvalitativni prom&nna nabude této urovné a
hodnotu 0 v opa¢ném piipad€. Aby v regresnim modelu nebyla multikolinearita (linearni zavis-

lost regresorti), musi byt pocet UmP roven poctu urovni minus jedna.
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Uroven s vynechanou umélou proménnou nazyvame referenéni (obvykle prvni nebo posledni

uroven).

Odhadnuté regresni koeficienty u umélych proménnych udéavaji, o kolik se zméni primérna
hodnota Y, kdyz trovein UmP piesla z referencni urovné na uvazovanou uroven. Napft. vzdélani

se zménilo ze ZS na SS.

Do modelu miizeme zahrnovat i interakce (spoluptisobeni) kvantitativni s kvalitativni promén-
nou (odhadnuty koeficient u intraktivni proménné se interpretuje jako zména smérnice pii dané

urovni kvalitativni proménné).

Priklady: Viz Stuchly (2000), s. 49-53 a ukoly feSené na konci kapitoly.

Vicerozmérna regrese v R

Bodovy diagram s vyrovnanim MNC (viz Ukol 3)

hodnoty <- 0O:cislo

plot (data$x,dataSy,pch=16, xlab=, “, ylab=,, “, main=,, “,ylim=c( , ),col=,barva*)
lines (hodnoty, predict (model, newdata=data.frame (x1l= ,x2= )), col=,barva‘)
points(data$x,y,pch= ,xlab=, “, ylab=, “,main=, “,ylim=c( , ),col=,barva®), le-
gend( , ,legend=c(, “,, “,..), col=c(, “,, “, ..),pch=16)

Regresni rovina:

Im(y~x1+x2, data=nézev)

Model regresni roviny s interakcemi:

Im(y~x1*x2, data= )

Vicerozmérna regrese:

Im(y~x1+x2+x3+.., data= )

Testovani podmodelu:

anova (submodel, model)

Durbinuv-Watsonuv test:

durbin.watson (residuals (model))

Rezidualni grafy:

resplot (model, ,e-yhat®,..)
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resplot (model, ,e-x“, xterm=,x1“,..)

VSechny regresni modely Ize také ziskat interaktivné ze Statistics-Fit model-Linear model...
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1)

2)

Otazky a ukoly

Lékat 1é¢1 urcitou nemoc dvéma druhy 1éku. Domniva se, Ze pokud budou pacienti uZzi-
vat oba 1éky spole¢né ale v riznych davkach, potom se zkrati pocet hodin 1écby. Lékar
se rozhodne ovérit sviij predpoklad, a aby zachoval stejné podminky experimentu,
umisti v nemocnici 16 ndhodné vybranych pacientll s danou nemoci a za¢ne poddvat
Iéky formou injekci se stanovenymi davkami v ml. Tyto udaje peclivé zaznamenava
spolu s celkovym poétem hodin 1é&by, po kterych je pacient opét zdravy. Udaje jsou
uvedeny v souboru lecba.xIsx. a) MNC odhadnéte zavislost poétu hodin 1é¢by z na
mnozstvi prvniho 1éku X v ml a mnozstvi druhého 1éku y v ml a interpretujte ziskané
regresni koeficienty. b) Urcete a interpretujte standardni chybu modelu. c) Testujte sta-
tistickou vyznamnost obou parcidlnich regresnich koeficientti, interpretujte jejich stan-
dardni chyby a testujte model jako celek. d) Urcete intervaly spolehlivosti pro parcialni
regresni koeficienty. e) Urcete, jak se na 1écbé€ podilely jednotlivé 1éky. f) Urcete a in-
terpretujte koeficient mnohonasobné determinace poc¢tu hodin 1é¢by. Vypoditejte i ad-
justovany koeficient determinace. g) Proved’te bodovou a intervalovou predikci poctu
hodin 1é¢by pacienta a primérného poctu hodin 1écby pacienta pii davce prvniho Iéku

X =1 ml a davce druhého 1€¢ku y =2 ml.

Pouzijeme data ze souboru ojetiny2.dat. Na zakladé modelu vicenasobné regrese, kdy
vysvétlovand proménnd cena v tisicich K¢ a obé€ vysvétlujici promeénné (pocet najetych
kilometra v tisicich km a stafi auta v mésicich) vstupuji do modelu linearn€, proved’te
nasledujici kroky: a) Odhadnéte bodove i intervalové primérnou cenu nového auta. b)
Odhadnéte bodové i intervalové, jak se li§i primérnéd cena stejné starych aut, pokud

jedno auto ma najeto o 5000 km vice nez druhé. c) Otestujte zda cena auta klesa (i)
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S poctem najetych km (po vylouceni vlivu stafi auta); (ii) se staifim auta (po vylouceni
vlivu najetych km). d) Rozhodnéte, zda primérna cena aut, ktera po zakoupeni stoji
pouze v garazi, klesa s kazdym rokem o 40 tisic K¢. e) Odhadnéte bodové i intervaloveé
cenu vaseho auta, které ma najeto 30 tisic km a je staré 2 roky. f) Ovérte predpoklady

regresni analyzy.

3) V souboru platy.dat jsou k dispozici tdaje o platech (vyse mési¢ni mzdy v K¢) u 100
nahodné zvolenych zaméstnancii velké firmy. Kromé vyse platu se v datovém zaznamu
uvadi rovnéz pocet odpracovanych let u firmy a dosazené vzdélani zaméstnance (ZS —
zékladoskolské, SS — sttedoskolské a VS - vysokoskolské). a) Odhadnéte funkéni pred-
pis zavislosti platu zaméstnance (i) se ZS vzdé¢lanim, (ii) se SS vzdélanim, (iii) s VS
vzdélanim. b) Odhadnéte bodove 1 intervalové priméry ptirastek platu za kazdy od-
pracovany rok za ptedpokladu, Ze zaméstnanec jiz pfi zaméstnani nestuduje. c) Otes-
tujte, zda plat ve firmé po vylou€eni vlivu vzdélani roste s poctem odpracovanych let
ve firm¢. d) Otestujte, zda je rozdil mezi primérnymi platy ZS a (i) SS, (ii) VS je sta-
tisticky vyznamny. V pfipadé Ze ano, odhadnéte bodove i intervalové tento rozdil. e)
Otestujte, zda plat ve firm¢ po vylouceni vlivu odpracovanych let zavisi na vzdelani

zameéstnance.

e Ukoly k zamySleni a diskuzi

1) Zamyslete se nad tim, jak zapsat vysledky ve vicenasobné regresi a korelaci pomoci

matic.

2) Uvazujte o souvislosti JAR a jednoduché linearni regrese, ktera ma za vysvétlujici pro-

meénnou kvalitativni veli¢inu.

O— Kli¢ k FeSeni otazek:

1) Regresni rovina v Excelu: a) 72 =46,8973 - 1,4528x - 1,3702y, b) 2,52, ¢) vyznamné, d)
-2,68 <B1<-0,22,-2,00 < B2<-0,74, ) 35,3% a 64,7%, 1) 0,68 a 0,63, g) 42,70 + 2,99.
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Podrobny vypocet — viz Stuchly (1999b), s. 50-53. Zakladni vysledky ziskame v Excelu

pouzitim Regrese z Analyzy dat:

X Vi z; VYSLEDEK

1 2 16

1 4 40 Regresni statistika

1 6 38 Nasobné R 0,824923

1 8 33 Hodnota spolehlivosti R 0,680498

2 2 41 Nastavend hodnota spolehlivostiR | 0,631344

2 4 36 Chyba stf. hodnoty 2,527853

2 6 35 Pozorovani 16

2 8 EX]

3 2 39 ANOVA

3 4 34 Rozdil 55 MS F Vyznamnost F

3 ] 30 Regrese 2 176,9294604 8846473 13,844156  0,000601283

3 8 33 Rezidua 13 83,07053959 6,390042

4 2 42 Celkem 15 260

4 4 EX]

4 8 34 KoeficientyChyba stf, hodnoty tStat  Hodnota P Dolni95%

4 7 33 Hranice 46,89726 2,153913927 21,77304 1,297e-11  42,24401215
i -1,45276 0,565669912 -2,56822 0,0233725  -2,67482033
yi -1,3702 0,292232475 -4,68872 0,0004238 -2,001527006

Regresni rovina v R: Odhadujeme regresni rovinu s rovnici E(Y) = Bot+Bix1+p2x2, kde
Y cena auta (tis. K¢), X1 je najeto (rokl) a X2 je staii auta (mésict). Naéteme méfeni do
datového ramce data. Obvykle zaCiname vypocétem korela¢ni matice (Statistics-Sum-

maries-Correlation matrix; podrzime Ctrl a zaskrtneme cena, najeto, stari):

> cor (datal[,c("cena","najeto","stari")], use="complete.obs")
cena najeto stari

cena 1.0000000 -0.8728738 -0.6733943

najeto -0.8728738 1.0000000 0.3666705

stari -0.6733943 0.3666705 1.0000000

Zaveér: Mezi cenou a obéma regresory (najeto a stari) je dosti silnd linedrni nepiima
zavislost (-0,873; -0,673). Mezi obéma regresory neni vyznamna multikolinearita (r =
0,367).

Interpretace regresnich parametri: Pouzijeme piikazy library(vsePackage), model.vl
<- Im(cena~najeto+stari, data=data) a Imbeta.test(model.v1)):

> lmbeta.test (model.vl)

Estimate Std. Error Conf. Alternative Estim. Low Estim. Up

(Intercept) 525.725902 13.8625756 0.95 two.sided 497.837997 553.613807

najeto -4.815436 0.3198214 0.95 two.sided -5.458834 -4.172039

stari -3.611565 0.4249370 0.95 two.sided -4.466428 -2.756702
Beta HO t value p value

(Intercept) 0 37.92411 6.719919%e-37

najeto 0 -15.05664 1.321060e-19

202



stari 0 -8.49906 4.631383e-11

a) Primérna cena nového auta je 525,7 tis.K¢, tj. od 498,8 do 553,6 tis. K¢.

b) O 5x4,82 = 24,1 tis. K¢&.

) Levostranné testy o regresnich koeficientech: Pouzijeme piikazy Imbeta.test(mo-
del.v1, beta.null=0, alternative="less") a qt(0.95,47):

Estimate Std. Error Conf. Alternative Estim. Low Estim. Up

(Intercept) 525.725902 13.8625756 0.95 less -Inf 548.986289

najeto -4.815436 0.3198214 0.95 less -Inf -4.278800

stari -3.611565 0.4249370 0.95 less -Inf -2.898552
Beta HO t value p value

(Intercept) 0 37.92411 1.000000e+00

najeto 0 -15.05664 6.605298e-20

stari 0 -8.49906 2.315692e-11

> gt (0.95,47)

[1] 1.677927

Zavér: (i) Testujeme Ho: B1=0 vs. H1:B1<0, T= -15, p-hodnota = 6,61.10°%°, (ii) Testu-
jeme Ho: B2=0 vs. H1:B2<0, T=-8,5, p-hodnota = 2,32.107!1. V obou piipadech Ho zami-

tame, tj, cena vyznamng klesa s poctem najetych km i se stafim auta.

d) Testujeme hypotézu Ho: B2 = -40/12 (mé&si¢ni pokles ceny v tis. K¢) proti Hi: fo#-
3,3. Pouzijeme ptikaz Imbeta.test(model.v1, beta.null=-40/12):

> Imbeta.test (model.vl, beta.null=-40/12)
Estimate Std. Error Conf. Alternative Estim. Low Estim. Up
(Intercept) 525.725902 13.8625756 0.95 two.sided 497.837997 553.613807

najeto -4.815436 0.3198214 0.95 two.sided -5.458834 -4.172039

stari -3.611565 0.4249370 0.95 two.sided -4.466428 -2.756702
Beta HO t value p value

(Intercept) -3.333333 38.1645699 5.038805e-37

najeto -3.333333 -4.6341587 2.863838e-05

stari -3.333333 -0.6547604 5.158137e-01

Zavér: T=-0,655, p-hodnota = 0,51, tj. Ho nezamitame, tj. cena auta s kazdym rokem
klesa o 40 tis. K¢ (s kazdym mésicem klesa o 40/12 = 3,3 tis. K¢).

e) Bodova a intervalova predikce: Pouzijeme ptiikaz predict(model.vl, newdata =

data.frame(najeto=30, stari=24), interval="prediction™):
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>predict (model.vl,newdata=data.frame (najeto=30,stari=24),interval= "pre-
diction")

fit lwr upr
1 294.5852 210.1766 378.9938

Zaver. Predpoveéd ceny auta, které ma najeto 30 000 km a je staré 2 roky je 294,6 tis.
K¢, tj. od 210,2 do 379 tis. K¢.

f) Ovéteni predpokladil regresni analyzy: Pouzijeme ptikazy

shapiro.test(residuals(model.v1))

skupl <- (data$najeto >= median(ojetiny2$najeto))
skup2 <- (data$stari >= median(ojetiny2$stari))
levene.var.test(residuals(model.v1)~skupl)
qf(0.95,1,48)
levene.var.test(residuals(model.v1)~skup2)

Vystupy:

> shapiro.test (residuals (model.vl))
Shapiro-Wilk normality test
data: residuals (model.vl)

W = 0.9725, p-value = 0.2904

> skupl <- (ojetiny2S$najeto >= median (data$najeto))
> skup2 <- (ojetiny2$stari >= median(data$stari))
> levene.var.test (residuals (model.vl)~skupl)
Levene test of homogeneity of variances
data: residuals(model.vl) by skupl
Levene's F = 0.0144, num df = 1, denom df = 48, p-value = 0.905

> levene.var.test (residuals (model.vl)~skup?2)
Levene test of homogeneity of variances
data: residuals(model.vl) by skup2
Levene's F = 1.9953, num df = 1, denom df = 48, p-value = 0.1642

> dwtest (cena ~ najeto + stari, alternative="two.sided", data=data)
Durbin-Watson test

data: cena ~ najeto + stari

DW = 1.8534, p-value = 0.6151

alternative hypothesis: true autocorelation is not 0
Zavér: Podminky SNLM jsou splnény. Grafické ovéfeni:

prumer.rl <- mean(residuals(model.v1))
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3)

odchylka.rl <- sd(residuals(model.v1))

par(mfrow=c(1,2))

ggnorm(residuals(model.v1), main="normalni QQ graf pro rezidua", xlab="teoreticke kvantily N(0,1)",
ylab="vyberove kvantily", pch=16)

abline(a=prumer.rl, b=odchylka.rl, col="blue")

resplot(model.v1,"e-yhat",lowess=T, main="Rezidua vs. vyrovnane hodnoty", xlab="odhad ceny ojeteho
auta [tis. Kc]", ylab="rezidua [tis. Kc]", pch=16)

dev.off()

normalni QQ graf pro rezidua Rezidua vs. vyrovnane hodnoty

wyherove kvantily
rezidua [tis. Kc]

2 = o 1 2 0 100 300 500

teoreticke kvantily N(0,1) odhad ceny ojeteho auta [tis. Kc]

Graficky vystup potvrzuje normalitu a homoskedasticitu rezidui a ukazuje, Ze pouziti

linearniho modelu neni optimalni.

Jde 0 model vicerozmérna regrese s kvantitativni i kvalitativni proménnou (umélé pro-

ménné). Plat je vysvétlovan kvantitativni proménnou odpracovano a kvalitativni pro-
ménnou vzdélani (3 trovné, pouzijeme 2 umélé proménné). Mlzeme uvazovat 2 typy

modelu: I. Model bez interakci kvantitativni a kvalitativni proménné II. model s inter-

akcemi té€chto proménnych. Budeme nejdiive uvazovat model 1. Ohadujeme model
E(Y) = Bot+Pax1tP2Xao+ Baxs, kde Y je plat, X1 odpracovano, x2 a X3 jsou umélé proménné
pro vzdélani SS a VS. Nacteme data do souboru platy a aktivujeme balik vsePackage.
K feSeni pouzijeme program:

platy$vzdelani <- factor(platy$vzdelani, levels=c("2S","SS","VS"))

zs <- subset(platy, platy$vzdelani=="2S")

ss <- subset(platy, platy$vzdelani=="SS")

vs <- subset(platy, platy$vzdelani=="VS")
HHHH R model bez interakce
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#i# a)
modelbez <- Im(plat~odpracovano+vzdelani, data=platy, x=TRUE)

summary(modelbez)

hodnoty <- 0:36

par(mfrow=c(1,1))

plot(zs$odpracovano, zs$plat, pch=16, xlab="odpracovano [roky]", ylab="plat [Kc]", main="Model
bez interakce", ylim=c(20000,34000), col="blue™)

lines(hodnoty,  predict(modelbez, newdata=data.frame(odpracovano=hodnoty, vzdelani="ZS")),

col="blue™)

points(ss$odpracovano, ss$plat, pch=16, col="darkgreen")
lines(hodnoty,  predict(modelbez, newdata=data.frame(odpracovano=hodnoty, vzdelani="SS")),

col="darkgreen")

points(vs$odpracovano, vs$plat, pch=16, col="red")
lines(hodnoty, predict(modelbez, newdata=data.frame(odpracovano=hodnoty, vzdelani="VS")),

col="red")

legend(5, 32000, legend=c("VS", "SS", "ZS"), col=c("red", "darkgreen", "blue"), pch=16)

##t# b)

Imbeta.test(modelbez)

### C)

Imbeta.test(modelbez, beta.null=0, alternative="greater")

### d)

Imbeta.test(modelbez)

it e)

modelbez.kvant <- Im(plat~odpracovano, data=platy)
summary(modelbez.kvant)
anova(modelbez.kvant,modelbez)

Vystupy: a)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
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(Intercept) 19739.256 120.273 164.12 <2e-16 ***

odpracovano 270.677 6.186 43.76 <2e-16 ***
vzdelani[T.SS] 1620.304 150.903 10.74 <2e-16 ***
vzdelani[T.VS] 4663.840 143.069 32.60 <2e-16 ***

E(Y)=19739,3+270,7x:+1 620,3X,+4 663,8x3

ZS:  E(Y[x2=0, x3=0)=19739,3+270,7x

SS:  E(Y|x2=1,xs=0)=19739,3+270,7x1+1620,3=21359,6+270, 71
VS:  E(Y[x2=0,x3=1)=19739,3+270,7x1+4 666,8=24403,1+270,7x1

Graf:
Model bez interakce
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b)

Imbeta.test (modelbez)
Estimate Std. Error Conf. Alternative Estim. Low Estim. Up

Beta HO t value p value

(Intercept) 19739.2556 120.273059 0.95 two.sided 19500.5155 19977.9957
0 164.12034 2.136450e-119

odpracovano 270.6767 6.186181 0.95 two.sided 258.3973 282.9562

0 43.75506 3.239238e-65
vzdelani[T.SS] 1620.3036 150.903039 0.95 two.sided 1320.7634 1919.8438
0 10.73738 3.911054e-18
vzdelani[T.VS] 4663.8399 143.068946 0.95 two.sided 4379.8503 4947.8295
0 32.59855 1.016458e-53
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Roc¢ni prirtistek platu je 270,7 K¢, intervaloveé od 258,4 do 283 K¢.

c)

> Imbeta.test (modelbez, beta.null=0, alternative="greater")

Estimate Std. Error Conf. Alternative Estim. Low Estim. Up

Beta HO t value p value

(Intercept) 19739.2556 120.273059 0.95 greater 19539.4963 Inf
0 164.12034 1.068225e-119

odpracovano 270.6767 6.186181 0.95 greater 260.4022 Inf
0 43.75506 1.619619e-65

vzdelani[T.SS] 1620.3036 150.903039 0.95 greater 1369.6715 Inf

0 10.73738 1.955527e-18
vzdelani[T.VS] 4663.8399 143.068946 0.95 greater 4426.2194 Inf
0 32.59855 5.082288e-54

Testujeme Ho: p1=0 vs. H1:p1>0, T=43,8, p-hod.=1,62.10"°, Hy zamitame, plat ve firmé
po vylouceni vlivu vzdélani roste

d)

SS: Testujeme Ho:B2=0 vs. H1:B2>0, T=10,7, p-hod.=1,96.108, Hy zamitame;

VS: Testujeme Ho:ps=0 vs. Hi:p3>0, T=33,0, p-hod.=5,08.10°4, Ho zamitame.

Je vyznamny rozdil mezi platy SS a ZS a také je vyznamny rozdil mezi platy ZS aVS.
€)

> modelbez.kvant <- lm(plat~odpracovano, data=data)
anova (modelbez.kvant, modelbez)

Analysis of Variance Table

Model 1: plat ~ odpracovano

Model 2: plat ~ odpracovano + vzdelani
Res.Df RSS Df Sum of Sqg F Pr (>F)
1 98 431841761
2 96 35225594 2 396616167 540.45 < 2.2e-16 ***

Testujeme Ho: B2=P3=0 proti opa¢né alternativé. Je F=540,5, p-hod.:2,2.10‘16, Ho zami-

tame, plat po vylouceni vlivu odpracovanych let zavisi vyznamné na vzde¢lani.

Uvedeme dale jesté strucné vystupy feSeni pro model II. Odhadujeme regresni model

s interakcemi E(Y)=PotPiX1+ BaXot PaXa+ PaXiXot PsX1Xs.
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> modelint <- Ilm(plat ~ odpracovano*vzdelani, data=platy)

> summary (modelint)

Call:
Im(formula = plat ~ odpracovano * vzdelani, data = platy)
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 19981.130 134.813 148.213 < 2e-16 ***
odpracovano 249.101 9.246 26.940 < 2e-16 **x
vzdelani[T.SS] 1567.071 194.035 8.076 2.21le-12 ***
vzdelani[T.VS] 3871.227 201.409 19.221 < 2e-1l6 ***
odpracovano:vzdelani[T.SS] 3.910 12.956 0.302 0.763
odpracovano:vzdelani[T.VS] 67.697 13.575 4.987 2.80e-06 ***

Residual standard error: 531.4 on 94 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9774, Adjusted R-squared: 0.9762
F-statistic: 813.8 on 5 and 94 DF, p-value: < 2.2e-16

Regresni funkce pro model s interakcemi:
E(Y)=19981,1+249,1x1+1567,1x>+3871,2X3+3,9X1X2+67,7X1X3

ZS:  E(Y|x2=0, x3=0)=19981,1+249,1x

SS:  E(Y[x2=1,x3=0)= 19981,1+249,1x;+1567,1+3,9x1 = 21548,2+253x1
VS:  E(Y[x2=0,x3=1)=19981,1+249,1x1+3871,2+67,7x1 = 23852,2+316,8X1

Graf:

plot (zs$Sodpracovano, zs$plat, pch=16, xlab="odpracovano [roky]", ylab="plat

[Kc]", main="Model s interakci", ylim=c(20000,34000), col="blue")

lines (hodnoty, predict (modelint, newdata=data.frame (odpracovano=hodnoty, vzde-

lani="zS")), col="blue")

points (ss$Sodpracovano, ss$plat, pch=16, col="darkgreen")

lines (hodnoty, predict (modelint, newdata=data.frame (odpracovano=hodnoty, vzde-

lani="SS")), col="darkgreen")

points (vs$Sodpracovano, vs$plat, pch=16, col="red")

lines (hodnoty, predict (modelint, newdata=data.frame (odpracovano=hodnoty, vzde-

lani="Vs")), col="red")

legend (5, 32000, legend=c("vs", "SS", "ZS"), col=c("red", "darkgreen", "blue"),

pch=16)
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Model s interakci

32000

28000

plat [Ko]

24000
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»
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odpracovano [roky]

Graf (jen pro model s interakcemi) muZzeme ziskat jednodus$im zptisobem (interaktivn€) v na-
bidce Graphs — Scatterplot po vyplnéni vstupniho okna: x-variable: odpracovano, y-variable:
plat, odskrtnout: Marginal Box a Smooth line, stisknout: Plot by groups...a potom OK. Vystup

v R-Console ma tvar:
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Porovnanimi modelu bez interakci S modelem s interakcemi:

> anova (modelbez,modelint)

Analysis of Variance Table

Model 1: plat ~ odpracovano + vzdelani
Model 2: plat ~ odpracovano * vzdelani
Res.Df RSS Df Sum of Sg F Pr (>F)
1 96 35225594
2 94 26539416 2 8686177 15.383 1.662e-06 **x*

Testujeme hypotézu Ho: Ba= Ps = 0 proti opacné alternativé Hi. Testovaci statistika F =

15,4 a p-hodnota = 1,67.10°. Tedy Ho zamitame, tj. interakce v modelu jsou vyznamné.

Model ma 1 vyssi korigovany koeficient determinace (modelem je vysvétleno 97,6%

zmén platd).
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Kapitola 12: Uved do analyzy ¢asovych fad

0
h Klicové pojmy:

casova rada, intervalova a okamzikova ¢asova rada, diference, absolutni a relativni pri-
ristky, tempa ristu, Fetézové a bazické indexy, modely ¢asovych rad, trendova, sezénni,
nahodna slozka, trendové funkce, vyrovnani tredové funkce, linearni, kvadraticky, expo-
nencialni, modifikovany exponencialni, logisticky trend a gompertzova krivka, stfedni

kvadraticka chyba (MSE), prosté a centrované klouzavé priméry

ﬁCﬂe kapitoly:

pochopeni pojmu ¢asova rFada a jeji ¢iselné charakteristiky;
porozuméni zakladnim ciliim strategie modelovani ¢asovych fFad;
naucit se metodam vyrovnavani ¢asové rady;

byt schopni elementarniho prognézovani ¢asové rady.
Z Cas potirebny ke studiu kapitoly: 8 hodin

E==} Vyklad:

Nastinéni obsahu kapitoly.
Casové fady

Ciselné charakteristiky ¢asovych fad

SloZené cenové indexy
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Modelovani ¢asovych fad

Trendové funkce

Klouzavé praméry

Struktura vykladu

Inflace je jako zubni pasta — jakmile jednou vyleze z tuby,
teézko se nekomu podari nacpat ji zpatky.
Karl-Otto Pohl

Casové rady

Casova fada Vi, t=1,2,...,n:

je posloupnost vécné a prostorové srovnatelnych pozorovani, ktera jsou jednoznaéné
usporadana v Case.
Piiklady z ekonomie:
- vyvoj HDP, miry inflace, nezaméstnanosti a poctu volnych mist, kurzu mény,
penéznich zasob, cen akcii, obchodovani s akciemi apod.
- Casové fady publikované statni statistikou
e v statistickych ro¢enkach, statistickych ptehledech a bulletinech apod.
Analyza ¢asovych tad — soubor metod, které slouzi k jejich popisu nebo piedvidani je-
jich budouciho chovani.
D¢leni ¢asovych fad podle ¢asového hlediska:
- intervalové (méfené v urcitych ¢asovych intervalech u stejného objektu),
- okamzikové ¢i prifezova data (méfené k urcitému ¢asovému okamziku u raz-
nych objektt).

Ciselné charakteristiky ¢asovych Fad

Pro intervalové ¢asové fady:

pouzivame soucty (thrny) a primery,
ocistujeme je od kalendarnich variaci (Pfiklad: — Viz Hindls 2007, s. 247-248).

Pro okamzikové casové fady pouzivame:

Chronologicky priamér: (Piiklad: Viz Hindls 2007, s. 248-249)
- Zptehlednéni ¢asové fady — graf Casové fady
Diference (pfirastky):
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AYe=Yi-Ye1, t=23,...n
AP yi= Ayi- Ayer = VY- 2ye1 + Yeo, t=3,4,...,0, atd.

- Relativni prirustky

5= to23..

t-1
- Koeficienty neboli tempa rustu (fetézové indexy)
ktzi, t=23,---,n

Ya
- Bazické indexy

=2 t=1,2.00n,
yo

kde yo je hodnota srovnavané veli¢iny ve vychozim (bazickém) obdobi (napf. indexy
cen, inflace apod.).

Prumé&rné charakteristiky:

n —
- Pramérny absolutni pfirastek Z:L Z Ay, =u
- Primémy koeficient riistu K =nyk,k,- = n —.

Dalsi charakteristiky:

- klouzavé uhrny a praméry;
- Ptiklady — Viz Stuchly (1999b), s. 63-65.

SloZené cenové indexy

Slozené cenové indexy jsou objemove vazené indexy.

Laspeyrestv index — pouziva vahy (mnozstvi) z bézného obdobi

o §:pmo
P Z poQo

Paascheiiv index — pouziva vahy z bézného obdobi

| 2P
's > ot

Zde p jsou ceny a q mnozstvi.
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Ptiklad. Racionalizace prace firmy v oblasti uklidu, zdsobovani a pomocnych kancelatskych

praci.
Hod. sazba Odprac. Hod. sazba Odprac.
v zakl. hodiny v zakl. | v bézn. obdobi | hodiny v bézn. | poQo | Pido | Podr | P01
obdobi v € po obdobi o V€ p1 obdobi Q1

2 4000 1,9 5500 8000 | 7600 | 11000 | 10450

2,5 2000 3 2100 5000 | 6000 | 5250 | 6300
3,5 6000 3,75 7000 21000 | 22500 | 24500 | 26250
Soucet 34000 | 36100 | 40750 | 43000

Laspayresuv index hodinovych sazeb

D PG, 36100
Z Pd, 34000

=1,062

Kdyby u firmy bylo v béZzném obdobi odpracovano na uvedenych pracich stejné mnozstvi hodin
jako v zakladnim obdobi, pak by naklady na tyto prace stouply v disledku zvyseni hodinovych

sazeb 0 6,2% (pouzili jsme jako vahy poCty odpracovanych hodin v zdkladnim obdobi).

Paashetiv index hodinovych sazeb

D p0, 43000
D P, 40750

=1,055.

Kdyby v bézném obdobi bylo odpracovano na uvedenych pracich mnozstvi hodin z bézného
obdobi, pak by naklady na tyto prace vzrostly o 5,5% (pouzili jsme jako vahy pocty odpraco-
vanych hodin v bézném obdobi). Kompromisem je Fishertiv index (geom.priamer).

Modelovani ¢asovych rad

Modely:

- Aditivni model:
yi=Ti+ St + Ci + g,
- Tt je trendova, St je sezonni, Ct je cyklicka a &t je nahodna slozka.
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- Multiplikativni model
Vi=Tt St Cr & .
- Multiplikativni model Ize pievést logaritmovanim na aditivni model.

Volbu vhodné trendové funkce Ize provadét pomoci R.

Trendovou funkci lze pouzit k predikci (predpovédi) hodnot ¢asové tady.

Trendové funkce

Model pro ¢asovou fadu bez sezénni a cyklické slozky:
Yi=Ti+e (t=1,2,...,n)
Trend Tt budeme modelovat vhodnou matematickou kiivkou.

Nejcastéji uvazované trendové funkce (prot=1,2,...,n):

- a) Linearni trend Tit= o+ aat.

- b) Kvadraticky trend Ti= a0 + aut + et

- ¢) Exponencialni trend Ti= a0 on' (o1 > 0).

- d) Modifikovany exponencialni trend Ti=k+ a an, (e > 0).

- e) Logisticky trend T = L{ , (k>0, a1>0).
l+a,a,

- f) Gompertzova kiivka T =ka?, (a0>0, a1 >0).

Parametry oo, a1, K jsou neznamé, nutno je odhadnout z dat — metody odhadu: Viz Stuchly
(1999b), s. 67-69.

Vybér vhodného modelu trendové funkce provedeme:

a) pomoci vécné ekonomickych kritérii (volba na zakladé€ teoretickych znalosti a zkuSenosti

zkoumaného ekonomického jevu),

b) pomoci analyzy grafu zobrazované Casové fady (vizualni analyza, jejiz nevyhodou je sub-
jektivni pfistup),

¢) s vyuzitim nékterych regresnich kritérii jako napft. rezidudlniho souctu ¢tverct, indexu kore-
lace, F-statistiky pouzivané k celkovému testu modelu aj.
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Kromé toho lze vyuzit testli zaloZzenych na jednoduchych charakteristikach ¢asové fady (viz

nasledujici tabulka).

V statistickych programech je mozno se setkat s nasledujicimi mirami vhodné zvolené
trendové funkce:

stfedni kvadraticka chyba odhadu MSE (Mean Squared Error)

Dy, -T)?
MSE :tzl—’
n

stfedni absolutni chyba odhadu MAE (Mean Absolute Error)

Z| Y _ft |

MAE = =2&——|
n
Trend Test
linearni prvni diference jsou pfiblizné konstantni,
druhé diference jsou ptiblizné nulové.
kvadraticky druhé diference jsou piiblizné konstantni,
treti diference jsou pfiblizné nulové.
exponencialni podil relativnich diferenci Ayt / A yi1 nebo
koeficienty ristu jsou pfiblizn€ konstantni.
logisticky ktivka prvnich diferenci se podoba kiivce hustoty normélniho
rozdé¢leni,
podily (1/yt+2 - Llyw1)/(1lyt+1 - 1lyt) jsou piiblizné konstantni.
Gompertzova kiivka podily (In yt+2 - In ye+1)/(In ye+1 - In yy) jsou piiblizné konstantni.

stfedni absolutni chyba procentualni MAPE (Mean Absolute Percentage Error)

mapE = 1321 =Tl 4g0,
N Y

stfedni chyba procentualni MPE (Mean Percentage Error)
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mPE = 13 =T 100,
N Y

kde yt zna¢i pozorovanou hodnotu ¢asové fady v okamziku t a T, znac¢i vyrovnanou hodnotu

trendu v okamziku t. Z uvedenych kritérii se nejcastéji pouziva stiedni kvadraticka chyba MSE.

cv w7

Ptriklady: Viz Stuchly (1999b), s. 71-80.

Klouzavé priméry (Moving Averages)
Pouziti k:

- Vyrovnani ¢asové fady,
-k pfedpovédi.

Priméry pocitané klouzédnim po casové fadé

Prosté klouzavé priiméry pro lichou délku klouzavé Casti

- Yo tYipa Tt Yepa Y _ 1 & —
= = L, prot=p+l,p+2,.,n-p.
yt 2p+1 2p+1zyt+|

i=p

Takto vypocitané klouzavé pruméry jsou nevhodné pro sudou délku klouzavé Cisti z hlediska
porovnavani skute¢nych hodnot ¢asové fady s hodnotami klouzavych priméri a proto je tieba
je centrovat, tj. pocitat primé&r z kazdych dvou po sobé€ nasledujicich klouzavych primérech.
Dostavame potom tzv. centrované klouzavé praméry (Centered Moving Average). Obecné mii-

zeme centrované klouzavé priiméry pocitat podle vzorce:

_ 1 _
Y, :4_p(y“" +2Y T+ 2Ypa + Yiup) s PIO t = p+1, p+2,...,n-p.

Problémy pfi pouzivani klouzavych praméri:

- Prvnich a poslednich p hodnot neni vyrovnano (chybi).
- U casovych fad bez trendové a sezonni slozky predstavuje klouzavy primeér vzdy pied-
povéd’ na nasledujici obdobi (takto pouziva klouzavé praméry Excel v Analyze dat).

Priklady: Viz Stuchly (1999b), str. 34-86.

Casové fady v R (po aktivizaci baliku vsePackage):

- 1. Casovartada
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ts(y, start =)
plot(objekt)

2. Trendova slozka
ts.explore(objekt)
ts.fit.trend(objekt, trend=“linear*)
ts.fit.trend(objekt, trend=“quadratic “)
ts.fit.trend(objekt, trend= “exponential ‘)
ts.fit.trend(objekt, trend=“modified.exponential ©)
ts.fit.trend(objekt, trend= “logistic )
ts.fit.trend(objekt, trend=“gompertz )

3. Nahodna slozka
resplot(model)
write.noise.test(residuals(model))

4. Predikce
predict(model, step=)
plot(model, step=)

5. Klouzavé pruméry
ts.masooth(objekt, order=, length=)

Studijni materialy:
Zakladni literatura:

HINDLS, R. a kol. Statistika pro ekonomy. Praha: Professional Publishing, 2007. S. 245-302.
ISBN 978-80-86946-43-6.

STUCHLY, J. Statistika II Cviceni ze statistickych metod pro manazery. J. Hradec: VSE, 1999.
S. 67-86. ISBN 80-7079-035-0.

Doporucené studijni zdroje:
BINA V. a kol. Jak na jazyk R. J. Hradec: FM VSE, 2006.

HINDLS, R. a kol. Analyza dat v manazerském rozhodovani. Praha: Grada, 1999. S. 164-181,
185-189. ISBN 80-7169-255-7.
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HINDLS, R. a kol. Metody statistické analyzy pro ekonomy. Praha: Management Press, 2000.
S. 89-126, 137-144. ISBN 80-7261-013-9.

JAROSOVA, E. Statistika B. Resené piiklady. Praha: VSE, 1994. S. 127-171, ISBN 80-7079-
328-7

MAREK, L. a kol. Statistika pro ekonomy — aplikace. Praha: Professional Publishing, 2007. S.
279-303. ISBN 978-80-86446-40-5.

REZANKOVA, H. a T. LOSTER. Uvod do statistiky. Praha: Oeconomica, 2009. S. 59-64, 67-
72. ISBN 978-80-245-1514-4,

SEGER, J. a R. HINDLS, R. Statistické metody v trznim hospoddrstvi. Praha: Vicoria Pu-
blishing, 1995. S. 257-310. ISBN 80-7187-058-7.

STUCHLY, J. Referencni karta pro systém R. Ceské Bud&jovice: VSTE C. Budgjovice, 2011.
(v elektronické formé - https://is.vstecb.cz/auth/www/6384/).

WISNIEWSKI, M. Metody manazerského rozhodovani. Praha: Grada, 1996. S. 268-276, 283-
308. ISBN 80-7169-089-9.

WONNACOT, T. H. aR. J. WONNACOT. Statistika pro obchod a hospodarstvi. Praha: Victo-
ria Publishing, 1993. S. 754-772. ISBN 80-85605-09-0.

9

o Otazky a ukoly

1) Pro ¢asovou fadu hodnot primérné mési¢ni mzdy pracovnikl statniho a druzstevniho
sektoru ndrodniho hospodaistvi v CR v letech 1981-1990: 2 692, 2 757, 2 808, 2 858,
2901, 2944, 3 005, 3 070, 3 138, 3 247 vypocitejte a interpretujte a) absolutni ptirastky
a priumérny absolutni pfirastek, b) koeficienty ristu a primérny koeficient ristu, c¢) 2.
diference.

2) K dispozici jsou udaje o stavu skotu v CR v letech 1989-1997 (tis. kust):
3506, 3360, 2950, 2512, 2161, 2030, 1989, 1866, 1690

Vyrovnejte data linearni trendovou funkci, pomoci MSE vyhodnotte pfesnost vyrov-
nani a proved’te piedpovéd’ stavu skotu na roky 1998-2000.

3) Reste predchazejici ulohu pomoci klouzavych priméri a centrovanych klouzavych pri-
meéru. Predpovéd’ pocitejme pro rok 1998. Porovnejte vysledky.

4) Reste ukol 2 v R vybérem nejvhodnéjsiho trendu a proved'te predpovéd’ stavu skotu na
roky 1998-2000.
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Ukoly k zamysleni a diskuzi

1) Diskutujte 0 vyznamu indexu a rozdild pro ekonoma.

2) Zamyslete se nad moznostmi vyuziti Casovych fad k predpovédim.

O Kli¢ Kk Feeni otazek:

1) Ciselné charakteristiky ¢asové fady: a) 61,67, b) 1,021 (feSeni - viz Stuchly 1999b, s.

63-64).

2) Linearni trend: Znazornéni, vyrovnani i pfedpovéd’ je mozno provést v Excelu. Predpo-
veéd’ pro rok 1998 je 1293 (pro rok 2000 je 800,7). MSE je 27902. Vystup:

[ D13 - Ji | =LINTREND(SCS2:5C510;5A52:5A510;A13;PRAVDA)
A 8 c D E F G H I J K L M
1 cas pocet Lintrend MSE ~
2 1 1989 3506 3394839 12345 63 Stavskotuv CR
3 2 1990 3360 3159056 4037867
1 3 1991 2950 2923222 717.04%4 4000 g
5 4 1992 2612 2687389 3076126 L3500 hd
6 5 1993 2161 2451556 8442253 5 . _
7 3 1994 2030 2215722 3449274 52000 * * -
8 7 1995 1989 1979889 8301235 £ 000
] 8 1995 1866 1744.056 1487045 %
10 ] 1997 1690 1508.222 3304316 g5 0 T T T T
1 10 1993 1272,389 2790162 2 988 1980 1982 1984 1996 1998
12 1 1999 1035.556
13 12 2000 o7zl
E Linedrni trend
16
T 4000
18 3500
1 3000 \5\
20 -
2 22500 \
=
2 'EZUUU :\k = pocet
23 ] .
= L] Lintrend
24 >1500 = r::u_ke
25 'E * n # Lintrend
26 g1 % | | —Lineami(
27 500
28
29 0 —
30 T Do D@ D@D DB
2 8 8 28R 88
Ell 882 S Eole 5 %
32

M v

3) Klouzavé pruméry v Excelu. Nejdiive pomoci tficlennych a péti¢lennych priméri. Vy-

stupy:

cas
1989
1980
1831
1992
1993
1984
1985
1996
1987

pocet

3506
3360
2950
2512
2161
2030
1989
1566
1690

MA(3)

3272
2940.667
2541
2034333
2060
1961.667
1848.333

IA(5)

28978
2602.6
23254
21116
19472

MSE(3)

7744
a7 11111
841
5377778
800
47 1111
3121111

2287.016

MSE(5)

2724 84
8208.36
2802278
6G55.56
1747.24

9472 352

3500

Prosté kiouzave primeéry

3000

2500

2000

1500

6861

0861

1661
7661
€681
resl
G661

9661

1661

® pocet
MA(3)
MA(5)

Lepsi vyrovnani poskytuji tficlenné klouzavé prioméry. Pfedpovéd pro rok 1998 (uréena
posledni ¢lenem vyrovnané fady) je 1848 a MSE = 2287.

Pouzijme déle dvoj€lenné a ¢tyiclenné centrované klouzavé pramery. Vystup:
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4)

cas pocet MALZ) MA4) MSE(Z) MSE(4)

1989 3506 .

1990 3360 3294 4356

1991 2950 20943 2913.875 49 1305.016

1992 2512 263375 26795 4730625 455625 o

1993 2161 2216 2293125 3025 1745702 | =

1994 2030 20525 209225 506.25 3875063 | 27

1995 1939 1968.5 1952.625 42025 1323.141 £

1996 1866 185275 176 5625 g

1997 1890 2
1286 446 £703.207 1500

Centrované kKlouzavé priméry

W pocet
A2
AL

1989 1990 1991 1992 193& 1994 1995 1996 1997
Fol

Jeste lepsi vyrovnani poskytuje dvojclenny centrovany prameér. Piedpovéd na rok 1998
je 1852,8 a MSE = 1286,5. Ukol je mozno fesiti v R.

Trendové funkce: Vstup dat do R (po aktivaci vsePackage):

cas <- 1989:1997

pocet <- ¢(3506, 3360, 2950, 2512, 2161, 2030, 1989, 1866, 1690)

data <- data.frame(cas, pocet)
Ulozeni a zobrazeni dat ve forme casove rady:

skot <- ts(data$pocet, start=1989)

skot

par(mfrow=c(1,1))

plot(skot, xlab="Rok", ylab="Stav skotu v tisicich")

Vystup:

> skot

Time Series:

Start = 1989

End = 1997

Frequency = 1

[1] 3506 3360 2950 2512 2161 2030 1989 1866
1690

Hledani nejvhodnejsiho trendu:

ts.explore(skot, xlab="t")
vyber <- ts.fit.trends(skot)
vyber

plot(vyber)

Vystup:
> vyber

Time series: analysis of trend

MSE MAE
linear 27901.617 144.81481 5.
quadratic 8281.953 83.27561 1
exponential 13653.084 104.09502 1.
modified.exponential 9686.729 85.02633 -1.
logistic 12107.499 90.17628 -2.
gompertz 10200.831 88.10475 -1.

> plot (vyber)
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Nejlepsi vysledky dava kvadraticky trend, kde je MSE nemensi = 8281,9. Srovnatelné
vysledky dava i modifikovany exponencialni trend s MSE = 9686,7. Grafy jednotlivych
trendovych funkci jsou na nasledujim obrazku.

Odhad parametru pro nejvhodnejsi trend:

model01 <- ts.trend(skot, trend="quadratic™)

model02 <- ts.trend(skot, trend="modified.exponential™)
model01

model02

Vystup:
> modelOl
Time series: analysis of trend

Trend = gquadratic (alpha + beta*t + gamma*t”"2)

Fitted coefficients:
alpha beta gamma
4069.690 -475.2706 23.94372

Sum of Squared Errors (SSE): 74537.58
Mean Squared Error (MSE): 8281.953

Mean Absolute Error (MAE) 83.27561
Mean Error (ME): 1.010523e-13
Mean Absolute Percentage Error (MAPE): 3.372092%
)

Mean Percentage Error (MPE -0.002979555%
Fitted values:
Time Series:
Start = 1989
End = 1997
Frequency =1
[1] 3618.364 3214.924 2859.372 2551.708 2291.931 2080.041 1916.039 1799.924
[9] 1731.697
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“alues

“alues

“Walles

13500 2500 3500 1300 2500 3500

13500 2500 3500

Linear trend

]
k]
=
£
1
1990 1992 1994 1996 1995
Time
MSE = 27301 5173, MAE = 1445145
Exponential trend
2]
o
=
£
[ I I I 1
1930 1992 1934 1936 1935
Tirme:
MSE = 136530541, MAE =104.035
Logistic trend
2]
o
=
£
[ I I I 1
1930 1992 1934 1936 1935
Tirme:

MZE =12107.433, MAE = 301763

> model02
Time series: analysis of trend

Trend = modified.exponential

Fitted coefficients:
alpha beta gamma

3006.715 0.8290591 1131.099

Sum of Squared Errors (SSE):
(MSE) :

Mean Squared Error

Mean Absolute Error (MAE

Mean Error (ME

Mean Absolute Percentage Error (MAPE
Mean Percentage Error (MPE

Fitted values:
Time Series:
Start = 1989
End = 1997
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)
) =
) 2
)

1500 2500 3500 1500 2500 3500

1500 2500 3500

Quadratic trend

[ ! ! T 1
19490 1992 1994 19496 1995

Time
MZE = 8281 9533, MAE =83.2756

Modified exponential trend

[ ! ! T 1
15930 1992 19594 159496 1995

Time
MZE = 9686 7294, MAE = 85 0263

Gompertz curve

[ ! ! T 1
15930 1992 19594 19496 1995

Time
MSE = 10200.8305, MAE =38.1045

(gamma + alpha*beta”t)

87180.56
9686.73
85.02633
-0.001727843
3.316746%
0.0105634%



Frequency = 1
[1] 3623.844 3197.732 2844.459 2551.576 2308.758 2107.448 1940.550 1802.182
[9] 1687.466

Predpoved pro roky 1997-2000 a grafické znazornéni:

predict(model01, step=1:3)

predict(model02, step=1:3)

par(mfrow=c(1,2))

plot(model01, step=1:3, xlab="Rok", ylab="Stav skotu v tisicich", main="Kvadraticky trend")
plot(model02, step=1:3, xlab="Rok", ylab="Stav skotu v tisicich", main="Modif. exponencialni trend")

Vystup:
> predict (model0l, step=1:3)

1 2 3
1711.357 1738.905 1814.340

> predict (model02, step=1:3)

1 2 3
1592.360 1513.512 1448.142

Kvadraticky trend Meodif. exponencialni trend

3500
3500

2000
3000

2500

2500
Stav skotu v tisicich

Stav skotu v tisicich

2000

2000

1500

1990 1994 1988 1990 1994 1998

Rok Rok

Zavér: Optimalni odhad pro rok 1998 kvadratickou trendovou funkci je 1711,4 s MSE
= 8282.
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Dodatky

Statistické tabulky

I. Distribucni funkce standardniho normalniho rozdéleni N(0;1)

t2
e 2dt. Plati ®(-x) = 1 - d(X).

—

Jsou tabelovany hodnoty Laplaceovy funkce ®(x) =

1
N2

8

x #(x) x d(x} x &(x) x d(x)

0,00 0,5000 0,30 0,6179 0,60 0,7257 0,90 0,8159
0,01 0,5040 0,31 0,6217 0,61 0,7291 0,91 0,8186
0,02 0,5080 o, 0,6255 0,62 0,724 0,92 0,8212
0,03 0,5120 | 0,33 0,629 | 0,63  ©0,7357 | 0,93  0,8238
0,04 0,5160 0,34 0,6331 0,64 0,7389 0,94 0,8264
0,05 0,5199 0,35 0,6368 0,65 0,7422 0,95 0,8289
0,06 0,5239 0,36 0,6406 0,66 0,7454 0,96 0,8215
0,07 0,5279 0,37 0,6443 0,67 0,7486 0,97 0,8340
0,08 0,5319 0,38 0,6480 0,68 0, 7517 0,98 0,8365
0,09 0,5359 0,39 0,6517 0,69 0, 7549 0,99 0,8389

0,10 0,5398 0,40 0,6554 0,70 0,7580 1,00 0,8413
0,11 0,5438 0,41 0,6591 0,7 0,T611 1,01 0,0438
0,12 0,5470 0,42 0,6628 0,72 0,7642 1,02 0,0461
0,13 0,5517 0,43 0,6664 0,73 0,7673 1,03 0,8485
0,14 0,5557 0,44 0,6700 0,74 0,7703 1,04 0,8508
0,15 0,5596 0,45 0,6736 0,75 0,774 1,05 0,8531
0,16 0,5636 0,46 0,6TT2 0,76 0, 7764 1,06 0,9554
0,17 0,5675 0,47 0,6808 0,77 0,7794 1,07 0,857
0,18 0,5T14 0,48 0,6844 0,78 0,7823 1,08 0,8599
0,19 0,5T53 0,49 0,6879 0,79 0,7853 1,09 0,0621

0,20 0,5793 0,50 0,6915 0,80 0,7881 1,10 0,0643
0,21 0,5832 0,51 0,6950 0,81 0,7910 1,11 0,8665
0,22 0,587T1L 0,52 0,6985 0,82 0,7939 1,12 0,8686
0,23 0,5910 0,53 0,7019 0,83 0,7967 1,13 0,8708
0,24 0,5%8 0,54 0,T054 0,04 0,7995 1,14 0,8729
0,25 0,5987 0,55 0,7088 0,85 - 0,8023 1,15 0,8749
0,26 0,6026 0,56 0,723 0,86 0,805L 1,16 0,8770
0,27 0,6064 0,57 0,T157 0,87 0,8078 1,17 0,087%0
0,28 0,6103 0,58 0,7190 0,08 0,6106 1,10 0,8010
0,29 0,6141 0,59 0,7224 0,89 0,9133 1,19 0,08830
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Pokracovani tabulky I.

x g |z Bz} | x gy | = glx) | x @ (x)
1,20 0,8849 | 1,60 0,9452 | 2,00 0,9772 | 2,40 10,9918 | 2,80 0,99T4
1,21 0,8869 | 1,61 0,9463 | 2,01 0,9778 | 2,41 10,9920 | 2,82 10,9976
1,22 o0,B888 | 1,62 00,9474 | 2,02 0,9783 | 2,42 0,9922 | 2,84 0,99T7
1,23 0,8907 | 1,63 10,9484 | 2,03 0,9788 | 2,43 0,9925 | 2,86 0,9979
‘1,24 0,8925 | 1,64 10,9495 | 2,04 00,9793 | 2,44 0,9927 | 2,88 0,9980
1,25 0,8%4 | 1,65 0,9505 [ 2,05 0,9798 | 2,45 0,9929 | 2,90 0,9981
1,26 0,8962 | 1,66 0,9515 | 2,06 00,9802 | 2,46 ©,9931 | 2,92 O,99E2
1,27 0,890 | 1,67 0,9525 | 2,07 10,9808 | 2,47 10,9932 | 2,94 0,9904
1,28 0,8997 | 1,60 ©0,9535 | 2,08 00,9812 | 2,48 00,9934 | 2,96 0,985
1,29 0,9015 | 1,69 0,9545 { 2,09 0,9617 | 2,49 ©,9936 | 2,98 0,9986
1,30 o,9032 | 1,70 o0,9554 { 2,10 o0,9821 | 2,50 10,9938 | 3,00 00,9986
1,31 0,9049 | 2,71 0,9564 | 2,11 o0,9826 | 2,51 10,9940 | 3,10 0,9990
1,32 0,9066 | 1,72 0,9572 ;2,12 0,9830 | 2,52 10,9941 | 3,20 10,9993
1,33 0,9082 | 1,73 0,9582 | 2,13 10,9834 | 2,53 10,9943 | 3,30 0,9995
1,34 0,9099 | 1,74 0,959 | 2,14 0,9838 | 2,54 10,9945 | 3,40 0,999
1,35 0,9115 { 1,75 10,9599 | 2,15 0,942 | 2,55 10,9946 | 3,50 ©,9998
1,36 0,9131 { 1,76 0,9608 | 2,16 0,9846 | 2,56 0,9948 | 3,60 0,9998
1,37 0,947 { 1,77 0,916 | 2,17 0,9850 | 2,57 ©,9949 | 3,70 0,999
1,38 o0,9162 | 1,78 0,962% | 2,18 10,9854 | 2,58 0,9951 | 3,80 0,999
1,79 0,9177 | 1,79 10,9633 | 2,19 0,985T | 2,59 0,9952 | 3,90 ©,9999
1,40 0,912 | 1,80 0,9641 | 2,20 0,9861 | 2,60 0,9953

1,41 0,907 | 1,81 0,9649 | 2,21 o0O,9864 | 2,61 0,9955

1,42 0,9222 | 1,82 0,9656 | 2,22 00,9868 | 2,62 0,9956

1,43 10,9236 | 1,83 0,9664 | 2,23 0,987L { 2,63 0,9957

1,44 0,9251 | 1,84 0,9671 | 2,24 00,9873 | 2,64 0,9959

1,45 0,9265 | 1,85 0,9678 | 2,25 0,9878 | 2,65 0,9960

1,46 0,9279 | 1,06 0,9686 | 2,26 0,93861 | 2,66 0,9961

1,47 0©0,9292 | 1,87 10,9693 | 2,27 0,9894 | 2,67 0,9962

1,48 ©,9306 | 1,88 0,9693 | 2,28 0,988T7 | 2,68 10,9963

1,49 0,979 | 1,80 10,9706 | 2,29 0,9890 | 2,69 0,9964

1,50 0,9332 { 1,90 0,973 | 2,30 10,9893 | 2,70 10,9963

1,51 0,935 | 1,91 0,979 [ 2,31 0,989 | 2,71 0,9966

1,52 0,9357 | 1,92 0,9726 | 2,32 0,993 | 2,72 0,997

1,53 ©,9370 | 1,93 10,9732 | 2,33 00,9901 ; 2,73 0,9968

1,54 0,9382 | 1,94 10,9738 | 2,34 0,9904 | 2,74 0,9969.

1,55 0,939 [ 1,95 0,9744 | 2,35 10,9906 | 2,75 10,9970

1,56 ©0,9406 | 1,96 00,9750 | 2,36 0,9%09 | 2,76 0,9971

1,57 0,9418 | 1,97 0,9756 | 2,37 0,9911 | 2,77 10,9972

1,58 0,9429 { 1,98 0,9761 | 2,38 0,9913 | 2,78 ©0,9973

1,59 0,9441 | 1,99 0,9767 | 2,39 0,9916 | 2,79 0,9974
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I1. Kvantily standardniho normalniho rozdéleni

Jsou tabelovany kvantily standardniho normalniho rozdéleni Xp uréené vztahem P(X < xp) = p,
kde X ~ N(0;1).

P *p P *p P *p P *p
A SN S———
0,50 0,000 0,75 0,674 0,950 1,645 0,975 1,960
0,51 0,025 0,76 0,706 0,951 1,655 0,976 1,977
0,52 0,050 0,77 0,739 0,952 1,665 c,877 1,995
0,53 0,075 0,78 0,772 0,953 1,675 G,578 2,014
0,54 0,100 0,79 0,806 0,954 1,685 0,979 2,034
0,55 0,126 0,80 0,842 0,955 1,695 0,980 2,054
0,56 0,151 0,81 0,878 0,956 1,706 c,981 2,075
0,57 0,176 0,82 0,915 0,957 1,717 0,982 2,097
0,58 0,202 | 0,83 0,954 0,958 1,728 ¢, 983 2,120
0,59 0,228 0,84 0,994 0,959 1,739 0,984 2,144
0,60 0,253 0,85 1,036 0,960 1,751 0,985 2,170
0,61 0,279 0,86 1,080 0,961 1,762 0,986 2,197
0,62 0,305 0,87 1,126 0,962 1,774 0,987 2,226
0,63 0,332 | o,88 1,175 0,963 1,787 0,988 2,257
0,64 0,358 0,89 1,227 0,964 1,799 0,989 2,290
0,65 | 0,385 | 0,90 1,282 0,965 1,812 0,990 2,326
0,66 | 0,412 | 0,905 1,311 0,966 1,825 0,591 2,366
0,67 0,440 0,910 1,341 0,967 1,838 0,992 2,409
0,68 0,468 0,915 1,372 0,968 1,852 0,993 2,457
0,69 0,496 | 0,920 1,405 0,969 1.’866 0,9%4 2,512
0,70 0,524 0,925 1,440 0,970 1,881 0,995 2,576
0,71 0,553 0,930 1,476 0,971 1,896 0,99 2,625
0,72 0,583 0,935 1,514 0,972 1,911 0,997 2,748
0,73 0,613 0,540 1,555 0,973 1,927 0,998 2,878
0,74 | 0,643 | 0,945 1,598 0,974 1,943 0,999 3,090
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I1I. Kvantily rozdéleni chi-kvadrat

Jsou tabelovany kvantily chi-kvadrat rozdéleni y%p(n) uréené vztahem P(X < #2p(n)) = p, kde X

~ 2(n).

» ?| o,000 | 0,025 | 0,050 | ©,200| 0,900 | 0,950 | 0,975 | 0,990
1 o,0002| o,0000; 0,009 | 0,0158] 2,71| 3,84| 5,02{ 6,63
] o,0200] ©0,0506| 0,103 | 0,211 4,61 | 5,99| 7,38 9,21
3 0,115 | 0,216 | 0,352 | 0,584 €,25| T,81| 9,35| 1.3
4 0,297 | 0,484 | 0,711 | 1,06 T.78| 9,49 11,1 | 13,3
5 0,554 | 0,831 | 1,15 1,61 924 1,1 | 12,8 | 151
6 0,072 | 1,24 1,64 2,20 10,6 | 12,6 | 14,4 | 16,8
7 1,24 1,69 2,17 2,83 12,0 | 14,1 | 16,0 | 18,5 °
8 1,65 2,18 2,17 3,49 13,4 | 15,5 | 17,5 | 20,1
9 2,09 2,70 3,33 4,17 14,7 | 16,9 | 19,0 | 21,7
10 2,56 3,25 3,9 4,07 16,0 | 18,3 [ 20,5 23,2
11 3,05 3,82 4,57 5,58 17,3 | 19,7 | 21,9 | 24,7
12 3,57 $,40 5,23 6,30 18,5 | 21,0 | 23,3 | 26,2

‘13 -| 41 | 5,00 | 589 | T.04 | 19,8 | 22,4 | 24,7 | 27,7
14 4,66 5,63 6,57 1,79 21,1 | 23,7 | 26,1 | 29,1
15 5,23 6,26 7,26 8,55 22,3 | 25,0 | 27,5 | 30,6
16 5,81 6,91 7,96 9,31 23,5 | 26,3 | 28,8 | 32,0
17 6,41 Te56 8,67 10,1 24,8 27,6 30,2 33,4
18 7,01 8,23 9,39 |10,9 26,0 | 28,9 | 31,5 | M,8
19 7,63 8,91 | 10,1 11,7 27,2 | 30,1 | 32,9 | 38,2
20 8,26 9,5 | 10,9 12,4 28,4 | 31,4 | 34,2 | 37.6
21 8,90 | 10,3 11,6 13,2 29,6 | 32,7 | 35.51{ 30,9
22 9,54 | 11,0 12,3 14,0 30,8 | 33,9 | 36,8 | 40,3
23 10,2 11,7 13,1 14,8 32,0 | 35,2 | 38,1 | 41,6
24 10,9 12,4 13,8 15,7 33,2 | 36,4 | 39,4 | 43,0
25 1,5 13,1 14,6 16,5 34,4 | IT,T| 40,6 | 44,3
26 12,2 13,8 15,4 17,3 35,6 | 38,9 | 41,9 | 45,6
27 12,9 14,6 16,2 18,1 36,7 | 40,1 | 43,2 | 47,0
28 13,6 15,3 16,9 18,9 37,9 | 41,3 | 44,5 | 48,3
29 14,3 16,0 17,7 19,8 39,1 | 42,6 | 45,7 | 49,6
30 15,0 16,8 18,5 20,6 40,3 | 43,8 | 41,0 | 50,9
40 22,2 24,4 26,5 29,1 51,8 | 55,8 | 59,3 | 63,7
50 29,7 32,4 34,8 3T, T 63,2 | 67,5 | Ti,4 | T6,2
60 31,5 40,5 43,2 46,5 4,4 | 79,1 | 83,3 | 88,4
T0 45,4 48,8 51,7 55,3 85,5 | 90,5 | 95,0 | 100,4
80 53,5 57,2 60,4 64,3 96,6 |101,9 | 106,6 | 112,3
90 61,8 65,6 69,1 73,3 107,6 | 113,1 | 118,1 | 124,1
100 70,1 74,2 ™S 82,4 118,5 | 124,3 | 129,6 | 135,8
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IV. Kvantily Studentova t - rozdéleni

Jsou tabelovany kvantily t-rozdéleni tp(n) definované vztahem P(X < tp(n)) = p, kde X ~ t(n).

P
v
0,90 095 0,975 0,99 0,995
1 3078 6314 12,706 31,821 63,657
2 1,886 2920 4,303 6,965 9,925
3 1,638 2353 3.182 4,541 5841
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 1476 2015 251 3,365 4,032
6 1,440 1.943 2447 3,143 350
7 1415 1,895 2365 2998 3499
8 1.397 1,860 2306 2,396 3,355
9 1,383 1,833 2,262 2321 3250
10 1.372 1,812 2,228 2,764 3,169
I 1,363 1.796 2,20t 2,718 3,106
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055
13 1.350 .71 2160 2650 3012
14 1,345 1,761 2,145 2,624 2977
15 1,341 1,753 2131 2,602 2,947
16 1.337 1,746 2,120 2,583 2921
17 1333 1,740 2,110 2,567 2.898
I8 1,330 1,734 2,101 2,552 2.878
19 1,328 1,729 2,003 2,539 2861
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2.845
2! 1,323 1,721 2,080 2518 2831
22 1.321 1,717 2074 2.508 2819
23 1.319 1,714 2 2500 2807
24 1.318 1,711 2,064 2,492 2,797
25 1316 1,708 2,060 2485 2,787
26 1,315 1,706 2,056 2479 2,779
27 1314 1,703 2,052 2473 2,771
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 1,31t 1,699 2,045 2462 2,756
30 1,310 1,697 2,042 2457 2,750
40 1,303 1,684 2,021 2423 2,704
60 1,296 1,671 2,000 2,390 2660
120 1,289 1,658 1,980 2,358 2617
o« 1,282 1,645 1,960 2,326 2576
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V. Kvantily F-rozdéleni

Jsou tabelovany kvantily F-rozdéleni Fp(v1;12) definované vztahem P(X < Fp(v1;1»)) = p pro
p =0,95, 0,975, 0,99, 0,995, kde X ~ F(v1;w). Plati Fp(v1;12) = 1/F1p(12;11).

151 200 216 225 20 234 237 219 241 242
1 648 800 BE4 00 g22 937 43 957 963 969
4052 5000 5403 5625 5764 5859 5928 5981 6022 6056
16211 20000 21615 22500 23056 23T 2VINS 23925 24091 24224

18,5 19,0 19,2 15,2 19, 19,3 19,4 19,4 19,4 19,4
38,5 39,0 39,2 39,2 39,3 39,3 39,4 39,4 39,4 39,4

2 ﬁ.i 99.0 99’2 99[2 9‘9" 9g|:" 99" 99|" 99’4 99.‘-
198 19% 199 199 199 199 139 199 199 199
16,1 9,55 9,3 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,6 8,79

3 17,4 16,0 15,4 15,1 14,9 14,7 14,6 14,5 14,5 14,4

34,1 20,8 29,5 28,7 2,2 21,9 21,7 a5 a1, 21,2
55,6 49,8 47,5 46,2 45,4 44,8 44,4 44,1  42,% 42,7
8
8

7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09
‘ 12.2 10,6 9.“ g'm 9.” 9,29 S,W 3,90 B,B‘
21,2 18,0 16,7 16,0 155 152 150 14,8 14,7 14,5
N,? 26,3 24,3 23,2 22,5 22,0 2,6 2,4 2,1 21,0

o4 6,00 5,96
98

6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74

3 10,0 8,43 7,76 7,39 7,15 6,98 6,85 6,76 6,68 6,62
16,3 13,3 12,1 11,4 11,0 10,7 10,5 10,5 10,2 10,1

22,8 13, 16,5 15,6 14,9 14,5 14,2 14,0 13,8 13,6

5,99 5,4 4,76 4,5 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06
6 8,81 7,26 6,60 6,23 5,99 5,82 5,70 5,60 5,52 5,46
13,7 10,9 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,0 17,98 1,87
18,6 14,5 12,9 12,0 11,5 1,1 10,8 10,6 10,4 10,2
5,59 4,74 4,25 4,12 3,91 3,87 3,79 3,73 2,68 3,64
T 8,07 6,54 5,89 5,5 5,29 5,12 4,99 4,90 4,82 4,76
12,2 9,5 8,45 7,85 To46 7,19 6,99 6,84 6,72 6,62
16,2 12,4 10,9 10,0 9,52 9,16 6,89 8,68 8,51 8,38
5,32 4,46 4,01 3,84 2,69 3,5%8 3,5 344 239 3,35
8 T,57 6,06 5,42 5,05 4,82 4,65 4,53 4,43 4,36 4,20
11,3 8,65 17,59 71,00 6,63 6,371 6,18 6,03 5,91 5,81
14,7 11,0 9,60 8,81 8,20 7,95 7,69 7,50 7,34 721
5,12 4,26 3,8  3,6) 3,48 3,% 3,28 3,23 3,18 3,14
9 7,21 5,71 5,08 4,72 4,48 4,32 4,20 4,10 4,00 3,96
m[ﬁ 3,02 5.99 6"2 5.‘5 5.“ 5.51 5"? 5]3'5 5‘I26
13,6 10,1 8,72 7,9 To47 T,13 6,88 6,69 6,54 6,42
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Pokracovani tabulky V.

v
N 2 15 2 » 0 0 1® o
24) 4 245 U8 249 20 231 22 25 254
1 913 91 W\ 99 997 1001 1006 2010 1014 1018

s083 6106 6157 6209 6235 6261 68T 613 66X 6366
24325 24426 480  248% 24940 25044 | 25148 25233 25055 25465

19,5 19,4 19,4 19,4 19,5 19,5 19,5 19,5 19,5 19,5
2 39,4 39,4 39,4 39,4 9,5 39,5 39,5 39,5 395 39,5
99,4 99,4 99,4 99,4 99,5 99,5 99,5 99,5 99,5 99,5

199 199 199 199 199 199 199 199° 199 195
8,76 8,74 8,70 8,66 8,63 8,62 8,5 8,5 8,55 8,5
3 4,4 14,3 14,0 14,2 14.1 14,1 14,0 14,0 13,9 13,9

2?,1 zTrl. ﬁ.s 5'1 a" EE'S 26.4 H'J ﬁ.a ﬁ’l
43,5 43,4 43,1 42,8 42,6 42,5 42,3 42,1 42,0 48

5,94 5,91 5,686 5,80 3 TT 5,73 3,T2 5469 5,66 5,63
14,4 1lé,4 14,2 14,0 13,9 13,8 13,7 13,7 13,6 13,5
20,8 20,7 20,4 20,2 20,0 19,9 19,8 19,6 19,5 19,9

4T 4,68 4,62 4,56 4,53 4,% 4,46 4,43 4,40 4,36
, "“ sl’z 6"3 5.13 "a 5,23 "“ ‘[12 '5.01 ‘,Uﬁ

1 99 9,89 §,72 9,55 9,47 9,38 9,28 5,20 9,11 3,02
13,5 13,4 13,1 12,9 12,8 12,7 12,5 12,4 12,2 12,1

4,03 4,00 3,94 3,87 3,84 3,81 7T 3,74 3,70 3,67
6 5,“ ,.JT 5.2' ”11 ,fu 5,“ 5.m ‘..“ 4’” "es
7,78 1,72 1,% 7,40 M 7,23 7,04 71,06 6,97 6,88
0,1 10,0 9,8 9,5 9,47 9,3 9,24 9,12 9,00 8,8

’,m J.ﬂ 3’51 3-“ 3.‘1 J’x ],J" 3,.'” :‘ﬂ 3’.2’
7 4,71 4,67 4,57 4,47 4,42 4,36 4N 4,25 4,2 4,14

6,5 6,47 6,01 6,16 6,07 5,9 5,91 5,82 5,74 5,65
B,Zr a’m 1,97 T:T5 Tts, 1!5’ 1!‘2 1.31 T:l! 1:“

A La 3,22 2,15 )2 3,08 3,04 3,0 2,9 2,92
8 4.2‘ 4,29 4.10 4.m 3.” J.” 3["‘ 3.15 :;ﬂ ""T
5,13 5,67 5,52 5436 5,28 5,20 5,12 5,03 4,95 4,86
7'10 T’Bi 5‘31 "‘1 ﬁ.” s.“ 6’3 E’m 5,“ 5'”

3,0 2,07 3,00 2,94 2,9 2,86 2,83 2,79 2,75 2,11
9 3'.9'1 J’aT 3.” Jjﬂ J,sl 3..56 3.51 J’f‘" 31” 3"1
5'13 5!11 "i” "’m "'T} ‘[55 "“ 4.“ 4,“ 4”1
61 6,23 6,00 5,8) 5,73 5,62 5,52 5,41 5% 519
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Pokracovani tabulky V.

A

K 1 2 b ] 4 5 6 T 8 9 10
2

‘.* "’m ,'n j’ﬁ 3"3 J‘E 3"14 ,'m ”& 2-.53

10 5. 94' 5’“ ‘.ﬂ 4,“ 4.24 410’ 3.95 3.8’ ,"TB ’112

10.0 7’56 6.55 5-'99 5.“ 5'” 5,@ s’o‘ 4-“ 4,55

12,8 9,43 8,08 7,4 6,87 6,54 6,30 6,12 5,97 5,86

475 3,89 3,49 3,26 3,01 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75

12 "” 5’10 ‘-"T "1! J.ﬁ ’.T’ ,'61 3,51 ’.“ 3;37

9.3’ 5,93 5,95 ' 5.41 5|°6 ‘|u "’6“' ‘. 50 "” l‘. X

11.5 B,Sl T'ﬂ s.’g G.W SITS 5.52 5;:’ 5.3: "lug

4.5‘ 3,& ’.H J”“ z.” 2.“ z.n 2.“ 2,3'9 2’5‘

15 6,20 4,76 4,15 3,80 3,8 3,4 3,29 32 12 3,06

B,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89 3,80

m.ﬂ- 1"” ﬁ"a 5.m 5[” 5,“7 4,35 ‘jET -" H "‘2

4,35 3,49 310 2,87 2,71 2,60 2,50 2,45 2,39 2,35

20 5,87 4,46 3,86 3,5 3,2% 313 301 291 2,84 ]

8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 370 3,5 1,46 3,

9,%4 6,99 5,82 5,17 4,76 4,47 4,26 4,09 3,96 3,85

4,26 3,40 3,01 2,718 2,62 2,51 2,42 2,36 2, 2,25

24 5’12 4’32 .’472 3’” "15 2,99 : 2-51 2.‘” 2’10 2[“

7,82 5,61 4,72 4,22 3,90 3,67 3,50 1,% 3,26 3,17

9,55 6,66 5,52 4,89 4,49 4,20 3,99 3,8 3,69 3,59

417 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,21 2,2 2,16

b v 5,57 4,18 3,59 2,25 3,0 2,87 2,75 2,65 2,57 2,51

T,56 5,09 4,51 4,02 3,10 3,47 3, 2,17 3,07 2,96

9,18 6,35 5,24 4,62 4,23 3,95 3,74 3,58 3,45 3,34

4,08 3,23 2,847 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,08

40 5,42 4,05 1,46 3,13 2,50 2,74 2,62 2,53 2,45 2,39

T’n 5‘“ 4.:1 3"5’ J'ﬂ ,-29 ,.u 2‘ﬂ z.ﬂg 2’-3‘0

1 8,8 6,01 4,9 4,37 3,99 N1 2,51 3,35 3,22 3,12

400 3,15 2,76 2,5 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 1,9

60 5,29 3,93 1,34 3,01 2,79 2,63 2,51 2,4 2,3 2,27

7,08 4,98 4,14 3,65 3,34 312 2,9% 2,82 2,72 2,63

8,49 580 4,7 4,14 3,76 3,4 229 3,12 3,0 2,90

3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 2,18 2,09 2,02 1,96 1,91

120 515 3,80 3,23 2,89 2,67 2,52 2,9 2,0 2,22 2,16

"85 4'19 "” j'a 3.1? !.* 2'79 2'“ 2,5‘ 2,‘1

8,18 5,54 4,5 3,92 3,55 3,22 3,09 2,92 2,8 2,1

3,84 3,00 2,60 2, 2,28 2,10 2,00 1,54 1,88 1,83

o 5,02 3,69 3,2 2,79 2,57 2,4 2,29 2,19 2,11 2,05

6,63 4,61 278 b1 7 3,02 2,80 2,64 2,51 2,1 2,3

7,88 5,20 4,28 3,12 3,35 3,09 2,90 2,74 2,62 2,52
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Pokracovani tabulky V.

v-
gal 1 12 15 20 2 % © 60 1D oo

2,94 2,91 2,85 2,17 2,74 2,70 2,66 2,62 2,% 2,5
10 3,66 3,62 3,52 342 3,37 3N 3% 3N

"n ‘.Tl 4'5 ‘.u 4", "'25 "'11 ‘,m 4,” ’.91
Se73 5,66 5,47 5,27 5,17 5,07 4,97 4,86 4,75 4,64

2'12 2,‘9 2'52 2.5‘ 2.!’. 2.“ 2.4’ 2.” ztu !.”
12 332 3,38 3B 307 3,02 2,9% 2,91 2,85 2,79 2,72

4,99 4,91 4,72 4,53 443 4,33 42 4,12 4,01 3,50
2,51 2,48 2,40 2,33 2,9 2,23 2,0 2,06 2,11 2,07
15 3,00 2,96 2,8 2,76 2,70 2,64 2,59 2,52 2,46 2,40
J'TJ 1’61 ’.52 ’.r ,’ﬂ ,.a :'13 "H 2*“ 2.“
4,33 4,35 4,01 3,88 3,19 3,69 )58 48 AW 3,26
2,1 2,28 2,20 212 2,08 2,04 1,99 1,95 1,90 1,84

3',29 J’H 3.09 2’ 9‘ 2'“ 2'“ 2'59 2.‘1 2]% 2.“

3,76 3,68 % 3,3 3,22 J,12 J,02 2,92 2,8 2,69
2,8 2,8 2,1 2,03 1,98 1,94 1,89 1,84 1,79 1,73
24 2,59 2,5 2,44 2,33 2,21 2,21 215 2,08 2,00 1,94
2,09 3,02 2,89 2,74 2,66 2,58 2,49 2,40 2,0 2,4
3,5 3,42 3,25 3,06 2,91 2,87 2,71 2,66 2,55 2,43
2,12 2,09 2,0 1,92 1,89 1,84 L19 1,74 1,68 1,62
X 2,46 2,41 2,1 2,20 2,14 2,07 2,01 1,94 1,87 1,79
2,91 2,84 2,70 2,5 2,41 2,3% 2 2,42 21 2,0
3,25 3,18 3,001 2,82 2,73 2,63 2,52 2,42 23X 2,8
2.““ 2'm 1.92 1’“ 1'1’ 1.1‘ 1.‘9 1,“ 1.5 1'51

© 2,33 2,29 218 2,00 2,00 1,94 1,88 1,80 1,72 1,64
2,13 2,66 2,52 2,31 2,29 2,20 2,11 2,02 1,92 1,80
3'0’ 2'95 2'13 2,ﬂ i 2'” zrﬂ 2|n z.m 2‘“ 1‘9’
1,95 1,92 1,8 1,75 1,70 1,65 1,59 1,5 1,47

2,5 2,80 2,35 2,20 2,02 2,00 1,9 1,84 1,73 1,60
2,82 2,74 2,57 2,3% 2,29 2,19 2,08 1,9 1,8 1,6

1,87 1,83 1,75 1,66 1,61 1,55 1,5 1,4 1,3 1,25
120 2,060 2,05 1,95 1,82 1,7 1,69 1,6 1,5 1,4 1,0

2,62 2,5 2,01 2,09 2,09 1,98 1,87 1,75 1,8 1,4

1,79 1,75 1,67 1,57 1,52 1,46 1, 1,32 1,2 1,00
1,9 1,9 1,8 1,71 1,66 1,5 1,48 1,% 1,71 1,00

2,43 2,% 2,19 2,00 1,9 1,79 1,67 1,53 1,3% 1,00
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VI. Kritické hodnoty Wilcoxonova jednovybérového testu (WJT)

Jsou tabelovany kritické hodnoty Wilcoxonova testu To, WJT uréené vztahem P(T < To) < a.

n o = 0,05 o = 0,025 o =0,01 o = 0,005
5 1

6 2 1

7 4 2 0

8 6 4 2 0

9 8 6 3 2
10 11 8 5 3
11 14 11 7 5
12 17 14 10 7
13 21 17 13 10
14 26 21 16 13
15 30 25 20 16
16 36 30 24 19
17 41 35 28 23
18 47 40 33 28
19 54 46 38 32
20 60 52 43 37
21 68 59 49 43
22 75 66 56 49
23 83 73 62 55
24 92 81 69 68
25 101 90 77 68
26 110 98 85 76
27 120 107 93 84
28 130 117 102 92
29 141 127 111 100
30 152 137 120 109
31 163 148 130 118
32 175 159 141 128
33 188 171 151 138
34 201 183 162 149
35 214 195 174 160
36 228 208 186 171
37 242 222 198 183
38 256 235 211 195
39 271 250 224 208
40 287 264 238 221
41 303 279 252 234
42 319 295 267 248
43 336 311 281 262
44 253 327 297 277
45 371 344 313 292
46 389 361 329 307
47 408 379 345 323
48 427 397 362 339
49 446 415 380 356
50 466 434 398 373
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VIIL. Kritické hodnoty pro Manntuv-Whitneyovtiiv test

Jsou tabelovany kritické hodnoty Mannova-Whitneyova testu kp definované vztahem P(T < kp)
< p, kde n v fadcich a sloupcich pfedstavuji rozsahy jednotlivych soubort.

920
0,025 1 1t 1 1 2 2 2 2 2 3 3 3 3
0,050 1 1 1 2 2 2 2 3 3 4 4 4 4 S5 S S5
0,025 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 71 71 8 8 9
0,050 1 1 2 3 3 4 S5 5 6 6 7 8 8 9 10 10 11 12
0,025 1 2 3 4 5 5 6 7 8 9 10 11 12 12 13 14 15
0,050 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 15 16 17 18 19
0,025 1 2 3 4 6 7 8 9 10 12 13 14 15 16 18 19 20 21
000! 1t 2 3 5 6 7 9 10 12 13 14 16 17 19 20 21 23 24 26
0,025 2 3 4 6 7T 9 11 12 14 15 17 18 20 22 23 25 26 28
0050/ 1 3 4 6 8 9 11 13 15 17 18 20 22 24 26 27 29 31 33
0,025 2 4 6 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35
000! 1 3 S 7 9 12 14 16 18 20 22 25 27 29 31 34 36 38 40
0025/ 1 3 5 7 9 11 14 16 18 20 23 25 27 30 32 35 37 39 42
0050 2 4 6 9 11 14 16 19 21 24 27 29 32 34 37 40 42 45 48
0025 1 3 S5 8 11 13 16 18 21 24 27 29 32 35 38 40 43 46 49
0050/ 2 5 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55
0025/ 1 4 6 12 15 18 21 24 27 30 33 37 40 43 46 49 53 56
0050/ 2 5 8 12 15 18 21 25 28 32 35 38 42 45 49 52 56 59 63
0025/ 1 4 7 10 14 17 20 24 27 31 34 38 41 45 48 52 56 59 63
0050 2 6 9 13 17 20 24 28 32 35 39 .43 47 51 55 S8 62 66 710
0025 2 5 8 12 15 19 23 27 30 34 38 42 46 S50 54 58 62 66 70
000! 3 6 10 14 18 22 27 31 35 39 43 48 52 S6 61 65 69 73 78
00252 5 9 13 17 21 25 29 34 38 42 46 51 55 60 64 68 713 77
0050] 3 7 11 16 20 25 29 34 38 43 48 52 57 62 66 71 76 81 85
0025| 2 6 10 14 18 23 27 32 37 41 46 51 56 60 65 70 75 79 84
0050/ 4 8 12 17 22 27 32 37 42 47 52 571 62 67 72 738 83 83 93
0025 2 6 11 15 20 25 30 35 40 45 S0 55 60 65 71 76 81 86 091
0050 4 8 13 19 24 29 33 40 45 51 56 62 67 73 738 8 89 95 101
0025) 2 7 12 16 22 27 32 38 43 48 5S4 60 65 71 76 82 87 93 99
0050/ 4 9 15 20 26 31 37 43 49 55 61 66 72 78 84 90 96 102 108
0025{ 3 7 12 18 23 29 35 40 46 52 58 64 70 76 82 88 94 100 106
0050! 4 10 16 21 27 34 40 46 52 58 65 71 78 84 90 97 103 110 116
0025 3 8 13 19 25 31 37 43 49 56 62 68 75 81 87 94 100 107 113
0050 5 10 17 23 29 36 42 49 56 62 69 76 83 89 96 103 110 117 124
0025| 3 8 14 20 26 33 39 46 53 59 66 73 79 86 93 100 107 114 120
0050 5 11 18 24 31 38 45 52 59 66 73 81 88 95 102 110 117 124 131
0025| 3 9 15 21 28 35 42 49 56 63 70 77 84 91 99 106 113 120 128
00501 5 12 19 26 33 40 48 55 63 70 78 85 93 101 108 116 124 131 139
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VIIL. Kvantily dvouvybérového Kolmogorovova - Smirnovova testu

Jsou tabelovany kvantily dvouvybérového Kolmogorova-Smirnovova testu di.« definované
vztahem P(D < di.«) > 1 -a pro a=0,05.

m

n 45 6 7 8 9 10 H 12 13 M4 15 16 17 18 19 2
2 g 1A 10 2 a2 % M 2 15 3 1T 36 19
8 18 10 02 6 14 Jo 16 hE 18 38 20

3 18 & 2 21 8 2 10 3 a6 12 29 42 15 43 48
15 6 21 24 9 30 33 12 39 412 15 43 51 18 57 60

4 4 20 10 M T 28 15 9 3 U 4 12 48 238 18
4 20 12 28 8 J6 20 44 12 52 28 60 16 68 36 76 20

5 $ 24028 20 35 A 33 41 45 46 4L s 33 60 6L 1
5 30 35 40 45 10 5% 60 65 k) 15 80 85 90 95 20

6 5 % 17 13 20 43 A s2 21 19 30 62 12 10 3
6 42 24 18 Jn 66 12 i 42 J0 48 102 18 1)4 60

7 6§ 40 42 46 48 53 56 O 62 64 6R T2 76 10
7 36 63 7 L LY 91 11 105 112 119 126 133 140

8 6 46 21 51 13 62 12 6 10 T 40 82 1
8 72 10 1] 24 104 56 120 16 136 72 152 410

0 ¢ 31 59 21 6 0 25 1A &2 0 8 9
9 90 99 a6 17 126 15 144 153 18 171 180

10 L6033 0 a1 16 42 M) 46 94 1
10 10 60 130 70 30 80 170 90 190 0

1 1072 1 M oM R 91 91 102 07
1 132 143 154 165 176 187 198 09 220

12 LA 43 31 24 1o 18 108 D
12 156 84 G0 48 204 16 228 60

13 1 8 96 Jor 105 110 114 120
1 182 195 208 221 234 247 260

14 A9 33 Ll 58 121 6
14 210 112 238 126 266 140

15 LI T TT N TR ¥ i S 1
15 40 255 90 285 60

16 8 124 64 13 3
18 272 144 304 80

17 8 13 41 U
17 Jo6 323 340

9 142 76

18 18 J4a2 180
9 16O

19 19 380
9

20 2
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Pokracovani tabulky VIII. proa = 0,01

m

——
o

n 5 6 7 8§ 9 10 11 12
2
3 g W 3 1
9 W ¥ 12
4 12 28 8§ 36 & 40 11
12 28 8 36 20 44 12
5 8 20 35 35 40 9 43 B0
5 30 35 40 15 10 55 oo
6 6 26 20 15 W 54
8 42 21 18 30 66 12
7 6 48 49 53 39 60
7 5 6 710 711 84
8 I 88 3 61 17
8 T2 w0 88 21 1
9 I 6 v 2% 8
9 90 99 3 1
2 I W
10 10 110 60 1
8 86
11 o 13z 1
R
12 12 1
13
14
15
16
17
18
19
20
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IX. Kvantily pro Kolmogortiv - Smirnovovuv jednovybérovy test (KSJT)

Jsou tabelovany kvantily Kolmogorova-Smirnova testu di-.« definované vztahem P(D<d1.) >
1-apro uvedené hodnoty 1-c.

o’” i
0950 ! 0975 0,995 0,233 0259 | 0311
0776 ' 0842 0,929 0,229 0.254 0,305
0,636 i 0,708 0,829 0,225 0,250 0,300
0,565 | 0,624 0,734 0,221 0,246 0,295
0509 | 0563 0,669 0,218 0,242 0,290
0468 | 0519 0,617 0214 0,238 0,285
0436 | 0,483 0,576 0211 0,234 0,281
0410 0454 0,542 0,208 0,231 0,277
0387 ' 0430 0.513 | 0.205 0,227 ! 0.273
0369 0409 | 0489 ' 0202 | 0224 | 0269
0352 - 0391 0,468 0.199 0221 | 0265 |
0.338 0375 0,449 0196 : 0218 | 0262 |
0325 0,361 0,432 , 0194. | 0215 | 0258 |
0314 | 0349 0418 | 0191 | 0213 | 0255 !
0,304 0,338 0,404 0,189 i 0210 | 0252 :
0.259 0327 | 0392 0187 | 0208 | 0249 '
028 ., 0318 0.380 0,185 0,205 0,246
0279 | 0309 0.371 0,183 0,203 0,243
271 0301 0361 | 0,181 0201 ! 0241 |
0265 . 0294 | 0352 | 0179 | 0198 | 0238 |
; | :
0259 | 0287 0.344 ! 0,177 0,196 0,235
0253 ! 0281 0337 ! 0.175 0,194 0,233
0.247 0,275 0,330 | 0,173 0192 | 0231
0242 . 0,269 0323 ! 0.171 0.190 0.228
0238 0264 | 0317 | 0,170 0,188 0.226
Pro velka n pfiblizné:

dos = 1,22/(n)'? doss = 1,36/(m)'®  doss = 1,63/(n)'2
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Rejstiik a ¢esko-anglicky slovnik

absolutni ¢len
intercept, 133

absolutni miry variability
absolute measures of variability, 25

absolutni odchylka
absolute deviation, 25

aditivni model ¢asové fady
additive model of time series, 179

alternativni hypotéza
alternative hypothesis, 81

alternativni rozdéleni
alternative distribution, 52

analyza ¢asovych tad
analysis of time series, 177

analyza dat
analyses of data, 28

analyza rozptylu
analysis of variance, 26, 118

ANOVA, 118

analyza rozptylu v R
ANOVAINnR, 121

anketa
questionnaire, 64

aritmeticky prumér
arithmetic mean, 24

asociacni tabulky
association tables, 12

asymptoticka verze
asymptotical version, 102

asymptoticky test o
pomérech

asymptotic two-sample proportion test,
100, 110

asymptoticky nestranny odhad
asymptotically unbiased estimator, 69

dvouvybérovy
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asymptoticky test o primeéru
asymptotic mean test, 94

asymptoticky test o shodé populacnich
pruméra
two-sample asymptotic mean test, 100

Bartlettav test
Bartlett's test, 120, 129

bazické indexy
bazic indexes, 178

Bernoulliho pokus
Bernoulli experiment, trial, 53

Bernoulliho vzorec
Bernoulli formula, 53

binomické rozdéleni
binomial distribution, 53, 61

B-koeficienty
B-coefficients, 160

bodova predpoveéd
point prediction, 162

bodovy diagram
scatterplot, 12, 121, 133

bodovy odhad
estimator, estimation, 68

point estimate, 68, 77

Breusch-Paganovym test
Breutch-Pagan's test, 149

celkovy F-test o regresnim modelu
global F-test of regression model, 161

celkovy soucet Ctverct
total sum of squares, 119

centralni limitni véta
central limit theorem, 57, 61

centrované klouzavé priméry
centered moving average, 182

cenzus



cenzus, 10

Cobb-Douglasovu produkéni funkce
Cobb-Douglas production function, 163

Cramériiv kontingenc¢ni koeficient
Cramér coefficient of contingence, 116

cyklicka slozka
cyclical component, 179

¢asova fada
time series, 177

casoveé fady v R
time series in R, 182

cesko-anglicky slovnik
Czech-English dictionary, 207

cetnost
frequency, 11

Ciselné charakteristiky ¢asové fady
numerical characteristics of time series,

185

¢iselné charakteristiky nahodnych veli¢in
numerical characteristics of random

variable, 45

Ciselné charakteristiky rozdéleni
dvourozmérné ndhodné veliCiny

numerical characteristics of two-
dimensional random variables, 46

Ciselné charakteristiky v Excelu
numerical characteristics in Excel, 28, 32

¢iselné charakteristiky v R
numerical characteristics in R, 28, 34

étvrt’
district, 15

de Morganova pravidla
de Morgan's rules, 38

decil
decile, 27, 33

definice axiomaticka
axiomatic definition, 40

diference (ptiristky)

245

differences, 177

dil¢i (parcidlni) korelacni koeficienty
partial correlation coefficients, 160, 163

dil¢i (parcidlni) regresni koeficienty
partial regression coefficients, 159
diskrétni a spojité ndhodné veli¢iny
discrete  and  continuous  random
variables, 43

distribuéni funkce
distribution function, 43, 49

dolni mez
lower limit, 71

doprava
transport, 15

dikaz
proof, 42

Durbinivo-Watsonuv test
Durbin-Watson test, 149

dasledek
consequence, 44

dvojstranny
two-sided, 71
dvojvybérovy t-test
two-sample t-test, 108

dvourozmeérna nahodna veli¢ina
two-dimensional random variable, 44

dvourozmé&rny histogram
two-dimensional histogram, 12, 17

dvoustranny test
two-sided test, 81

dvouvybérové testy v Excelu
two-sample tests in Excel, 106

dvouvybérove testy v R
two-sample tests in R, 106

dvouvybérovy F-test
two-sample F-test, 98, 108

dvouvybérovy parovy t-test
two-sample paired t-test, 109



dvouvybérovy Wilcoxoniv test
two-sample Wilcoxon test, 102

efekt
efect, 120

elementarni jev
elementary event, 38

empiricka distribu¢ni funkce
empirical distribution function, 12, 104

empirické absolutni pruznosti
empirical absolute elasticity, 160

empirické cetnosti
empirical frequency, 114

empirické rozdéleni Cetnosti
empirical frequency distribution, 114

etapy statistickych praci
phases of statistical work, 7

exponencialni rozd€leni
exponential distribution, 59

exponencialni trend
exponential trend, 180

faktory
factors, 118

Fisherovo-Snededecorovo F-rozdélent
Fisher-Snedecor F-distribution, 58

Fisheruv index
Fisher's index, 179

formulace hypotéz
formulation of hypotheses, 81

F-rozdéleni
F-distribution, 68, 120

Gaussova kiivka
Gaussian curve, 55

geometrické rozdeleni
geometric distribution, 59

geometricky
geometric, 24

Gompertzova kiivka
Gompertz curve, 180

graf Casové fady
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plot of time series, 177

graf priméra
mean graph, 128

graf rezidui
graph of residuals, 149

graf zavislosti rezidui na faktoru
graph of dependency residuals on factor,

129

grafické ovéfovani normality
graphic verification of normality, 88

harmonicky
harmonic, 24

hazardni hry
gambling, 37

histogram
histogram, 12, 16, 93

histogram s kiivkou normalniho rozdéleni
histogram with the normal distribution

curve, 88

hladina vyznamnosti
significance level, 82

hod kostkou
roll of the dice, 38

hod minci
throwing coins, 38

hodnoceni
evaluation, 6

hodnota testového kritéria
value of test statistic, 83

homoskedasticita
homoscedasticity, 120, 121, 128, 149

horni mez
upper limit, 71

hromadna obsluha
queuing, 59

hromadny jev
collective phenomena, 8

hustota pravdépodobnosti



probability density, 44

hypergeometrické rozdéleni
hypergeometric distribution, 54, 61

charakteristiky polohy
characteristics of the position, 23

charakteristiky tvaru rozde€leni Cetnosti
characteristics of shape distribution, 26

charakteristiky variability
characteristics of variability, 24

chi-kvadrat rozdéleni
chi-square distribution, 57

chi-squared distribution, 61

chi-kvadrat test dobré shody
chi-square goodness-of-fit test, 114

chronologicky prameér
chronological average, 177
chyba 1. druhu
type | error, 82
chyby méfeni
measurement errors, 134

interakce (spoluptisobent)
interaction, 164

interpretace
parametrQ
interpretation of estimated regression

odhadnutych  regresnich

parameters, 138

interval spolehlivosti
confidence interval, 70, 87, 121

interval spolehlivosti pro pomér
confidence interval for proportion, 74, 78

interval spolehlivosti pro primeér
confidence interval for mean, 71, 74

interval spolehlivosti pro rozptyl
confidence interval for variance, 73, 77

intervalové Casové fady
interval time series, 177

intervalovy odhad
interval estimate, 68, 70, 77
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intervaly  spolehlivosti pro  korela¢ni
koeficient

confidence intervals for correlation
coefficients, 163

intervaly  spolehlivosti  pro  regresni
parametry

confidence intervals for regression

parameters, 146, 161

jednofaktorové analyza rozptylu
one-way analysis of variance, 118

one-way ANOVA, 128

jednostranné alternativy
one-sided alternatives, 81

jednostranny
one-sided, 71

jednovybérové testy v R
one sample tests in R, 89

jednovybérovy t-test
one sample t-test, 93
Jisty jev
sure event, 38

kategorie
category, 15

klasicka definice pravdépodobnosti
classical definition of probability, 39, 40,

49

klasicky regresni model
classical regression model, 145

klasifikace statistickych znaki
classification of statistical characters, 16

kli¢ k feSeni polozenych otazek
key to the solution to the

submitted, 5

issues

klic¢ové pojmy
key terms, 5

klouzavé praméry v Excelu
moving averages in Excel, 185



koeficient mnohonasobné

determinace
coefficient of multiple determination,

162

koeficient determinace
coefficient of determination, 136, 138,

146

koeficient korelace
correlation coefficient, 46

(index)

koeficient mnohonasobné korelace
coefficient of multiple correlation, 162

koeficient mutability
coefficient of mutability, 13, 18

koeficient Sikmosti
skewness, 27

koeficient SpiCatosti
kurtosis, 27

koeficient, roven spolehlivosti
confidence level, 70

koeficienty (tempa) ristu
growt coefficients (rates), 178

koeficienty kontingence

contingency coefficients, 118, 128
kolacovy diagram

pie chart, 11, 16
Kolmogoroviiv-Smirnovilv - dvouvybérovy

test
Kolmogorov-Smirnov two-sample test,

104, 111

Kolmogorovliv-Smirnoviv jednovybérovy
test
Kolmogorov-Smirnov one-sample test,

116

kombinace
combination, 40, 49

kombinace s opakovanim
combination with repeating, 40, 49
kombinacni ¢isla
combination numbers, 40
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kombinatorika
combinatorics, 39

konfiden¢ni interval
confidence interval, 147

kontingencni tabulka
contingency table, 115

kontingen¢ni tabulka s hierarchickou

strukturou
contingency table with hierarchical

structure, 12, 17

kontrolni otazky
control questions, 5

konzistentni odhad
consistent estimator, 70

korelacni analyza
correlation analysis, 133

korelaéni koeficient
coefficient of correlation, 135

correlation coefficient, 29, 138

korela¢ni matice
correlation matrix, 29, 34, 35

korelacni pomér
correlation ratio, 119

korela¢ni tabulka
correlation table, 133

korigovany koeficient determinace
adjusted coefficient of determination,

163

kovariance
covariance, 29, 46

kovarianéni matice
covariance matrix, 29, 34, 35, 46

krabicovy diagram
box-and-whisker plot, 28

boxplot, 28, 32, 34, 88, 93, 128

kriticka hodnota testu
critical value of test, 83



kritické
testu
critical values of Mann-Whitney test, 200

hodnoty Mannova-Whitneyova

kritické hodnoty Wilcoxonova testu
critical values of Wilcoxon test, 199
kriticky obor
critical region, 82

Kruskaluv-Wallisuv test
Kruskal-Wallis test, 121, 128

kumulované
cumulative, 12

kvadraticky
quadratic, 24

kvadraticky trend
quadratic trend, 180

kvantil
quantile, 27

kvantil  jednvybérové
statistiky
quantile of onesample Wilcoxon statistic,

89

Wilcoxonovy

kvantilova funkce
quantile function, 56

kvantilové charakteristiky
quantile characteristics, 27

kvantily dvouvybérového Kolmogorova-
Smirnovova testu
quantiles of Kolmogorov-Smirnov two-

sample test, 201

kvantily F-rozdéleni
quantiles of F-distribution, 59, 195

kvantily chi-kvadrat rozd€leni
quantiles of chi-square distribution, 57,

193

kvantily Kolmogorova-Smirnova testu
quantiles of Kolmogorov-Smirnov test,

203

kvantily normélniho rozd¢leni
quintiles of normal distribution, 88
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kvantily standardniho normélniho rozdéleni
quantiles of standard normal distribution,

192

kvantily t-rozdéleni
quantiles of t-distribution, 58, 194

kvartil
quartile, 27

kvartilova odchylka
quartile deviation, 27

kvartilové rozpéti
interquartile range, 27
kvotni vybeér
quota sampling, 64

Laplaceova funkce
Laplace function, 56, 190

Laspeyrestv index
Laspeyres index, 178

Levenuv test
Levene test, 120, 150

levostranny interval spolehlivosti
left-hand confidence interval, 71

levostranny test
left-tailed test, 81

Lindebergova-Lévyho véta
Lindeberg-Lévy theorem, 57

linedrni regresni funkce
linear regression function, 133

linearni trend
linear trend, 180, 185
linearni zavislost
linear dependence, 29
logaritmicko-normalni rozdéleni
log-normal distribution, 59
logisticky trend
logistical trend, 180

Mannav-Whitneytv test
Mann-Whitney test, 102

marginalni rozdéleni
marginal distribution, 44



marketingovy vyzkum
marketing research, 37

matematicky princip
mathematical principle, 135

median
median, 13, 24, 27

metoda nejmensich ¢tverct
least squares method, 134

metoda stupniovité regrese
method of stepwise regression, 162

meziskupinovy rozptyl
intergroup variance, 26

meziskupinovy soucet ctvercl
between-groups sum of squares, 119

MNC-odhady
LSM-estimations, 135

mnozina
set, 38

model analyzy rozptylu
ANOVA model, 120

model bez interakci
model without interaction, 170

model s interakcemi
model with interactions, 173

modifikovany exponencialni trend
modified exponential trend, 180

modus
modus, 13

Moivre-Laplaceova véta
Moivre-Laplace theorem, 57

multikolinearita
multicollinearity, 164

multinomické rozdéleni
multinomial distribution, 59

multiplikativni model ¢asové fady

multiplicative model of time series, 179

na hladiné vyznamnosti
at the signicant level, 83

nahodna slozka

random component, 179

random term, 134
nahodna veli¢ina

random variable, 43

nahodné chyby
random errors, 120

nahodny jev
random event, 37

nahodny pokus
random experiment, 37

najemné
rent, 16

naméty k zamysleni a diskuzi

suggestions for thought and discussion, 5

nasobeni pravdépodobnosti
multiplication of probabilities, 49

nejlepsi linearni nestranny odhad regresnich

parametra
best linear unbiased estimation, 161

nekonecno
infinity, 71

nelinearni metoda nejmensich ctverci
nonlinear least squares method, 163

nelinearni regresni funkce

nonlinear regression function, 138
nemozny jev

impossible event, 38

neparametrické testy
nonparametric tests, 84, 113

neslucitelné jevy
disjoint events, 38

nestranny odhad
unbiased estimator, 69

neurcitost
uncertainty, 37

neuspéch
failure, 53

nezavislé pokusy
independent experiments, 38



nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny
independent identical distributed random

variables, 65

nezavislost
independency, 149

nominalni a ordinalni proménné
nominal and ordinal variables, 11

nominalni variance
nominal variance, 13, 18

normalita
normality, 128, 149

normalita v ANOVA
normality in ANOVA, 121

normalni rozdéleni
normal distribution, 55, 61

nulova hypotéza
null hypothesis, 81

obecny line4drni model

general linear model, 159
obor pfijeti

acceptance region, 82
obytna plocha

living space, 15
ocekavané Cetnosti

expected frequencies, 114, 115
oCistovani asovych fad

cleaning time series, 177

odezvova veli¢ina
response variable, 118

odhad
estimation, 137

odhady parametrii
parameter estimations, 68

odlehlé hodnoty
outliers, 27, 33

odstranovani problému
troubleshooting, 150

okamzikové casové fady
point time series, 177
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opacny jev
complementary event, 38

opakovani
repetition, 36

oporu vybéru
sampling frame, 64

opravny faktor
correction factor, 74

ordinalni variance
ordinal variance, 13

ovétovani podminek
conditions verification, 149

Paascheuv index
Paasche index, 178

parametrické testy
parametric tests, 84

parovy dvouvybérovy t-test
two-sample paired test, 99

Pearsontv kontingen¢ni koeficient
Pearson coefficient of contingence, 116

percentil
percentile, 27

permutace
permutation, 39

p-hodnota testu
p-value of test, 85

p-kvantil spojité ndhodné veliCiny

p-quantile  of continuous random
variable, 45
plosny graf

area chart, 11

pocet obyvatel
number of peaple, 15

podminéna pravdépodobnost
conditional probability, 41, 49

podminéna rozdéleni
conditional distribution, 44

podminéné priméry a rozptyly
conditional means and variances, 29, 35



pohlavi
sex, 15, 31

Poissonovo rozdéleni
Poisson distribution, 59

pokracovani
continuation, 191

polygon
polygon, 11, 32

polygon rozdéleni pravdépodobnosti
probability distribution polygon, 43

pomér determinace

ratio of determination, 119
popisna statistika

descriptive statiastics, 7

popisna statistika v R
descriptive statistics in R, 19

popisné statistiky v Excelu
descriptive statistics in Excel, 16

populaéni
population, 25
populaéni rozptyl
population variance, 28

porovnani regresnich modelt
comparison of regression models, 156

potadi
rank, 89, 101, 102
postacujici odhad
sufficient estimator, 70

pouzitd literatura
reference, 204

poznamky
remarks, 121

poZadovany rozsah souboru
required sample size, 73, 77

pravdépodobnost nahodného jevu
probability of random event, 39

pravdépodobnostni funkce
probability function, 43, 49
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pravdépodobnostni  rozdéleni  diskrétni
nahodné veliiny
probability distribution of discrete
random variable, 49
pravdépodobnostni  rozdéleni  spojité
nahodné veli¢iny
probability distribution of continuos
random variables, 49

pravdépodobnostni stromy
probability trees, 43

pravidlo dvou sigma
two sigma rule, 55

pravostranny interval spolehlivosti
right-hand confidence interval, 71, 77

pravostranny test
right-tailed test, 81

predikce
prediction, 138

predikéni interval
prediction interval, 162

prezentace dat
data presentation, 11

primarni data
primary data, 10

problémy v regresnim modelu
problems in regression model, 149

program R
program R, 18

proménné
variables, 9

prosté klouzavé praimeéry
simple moving averages, 182

prosty aritmeticky primér
simple arithmetic mean, 23

prosty ndhodny vybér

simple random sampling, 64
pramér

mean, 23

prumérny absolutni piirastek



average absolute increase, 178

prumérny koeficient rastu
average growth rate, 178

prafezova data
cross-sectional data, 177
prvky ndhody
elements of chance, 37
piedpoklady pouziti ANOVA
assumptions for using ANOVA, 120
piedpovéd’ bodova
point prediction, 147

ptedpoved intervalova
interval prediction, 147

predpovédi v regresnim modelu
prediction in regression model, 162
predvybér
pre-sample, 74
priklad
example, 12
ptipustna chyba
error bound, 73
qg-diagram
QQ-diagram, 88, 93, 129

referen¢ni Groven
reference level, 164

regresand
regressand, 133

regrese
regression, 132

regresni analyza
regression analysis, 133

regresni funkce
regression function, 46

regresni koeficient
regression coefficient, 138

regresni model
regression model, 134

regresni parametry
regression parameters, 133
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regresni pfimka
regression line, 133, 141

regresni ptimka v Excelu
regression line in Excel, 139, 141

regresni piimka v R
regression line in R, 139, 142

regresni rovina
regression plane, 159

regresni rovina v Excelu
regression plane in Excel, 167

regresni rovina v R
regression plane in R, 168

regresor
regressor, 133

rejstiik
register, 207

relativni Cetnost
relative frequency, 11, 40

relativni kvartilova odchylka
relative quartile deviation, 27

relativni miry variability
relative measures of variability, 26

relativni pruZnosti
relative elasticity, 160

relativni prirtstky
relative increases, 178

reprezentativni soubor
representative sample, 63

residudlni analyza
residual analysis, 149

rezidua
residuals, 120, 134, 145

rezidualni rozptyl
residual variance, 160

rezidualni soucet ¢tvercu
residual sum of squares, 119

rovnomeérné rozdéleni
uniform distribution, 59

rozdéleni ¢etnosti



frequency distribution, 11

rozdéleni pravdépodobnosti
probability distribution, 43

rozdélenti statistickych znakt
distribution of statistical characters, 10

rozhodovaci pravidlo
decision rule, 83
rozptyl
variance, 25
rozptyl pro diskrétni a spojitou ndhodnou
veli¢inu
variance of discrete and continuous
random variable, 45

rozptyl vazeny
weighted variance, 25

rozptylenost
dispersion, 24

rozsah souboru
sample size, 9, 78
feSeni
solution, 40
fetézové indexy
chain indexes, 178

s¢itani pravdépodobnosti
addition of probabilities, 42

sdruZené rozdéleni pravdépodobnosti
joint probability distribution, 44

sekundarni data
secondary data, 10

sezonni slozka
seasonal component, 179

Shapiro-Wilkuv test
Shapiro-Wilk test, 88, 92

sila linearni zavislosti
strength of linear dependence, 135

sila testu
test power, 82
skupinovy diagram
group bar chart, 12
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sloupcovy diagram
bar chart, 11, 16

slozend pravdépodobnost
compound probability, 41

sloZzené cenové indexy
aggregates price index, 178

slozené jevy
composed events, 38

smérnice
slope, 133

smérodatna odchylka
standard deviation, 25, 45

soucet ¢tvercu rezidui
sum of squared residuals, 134

standardizovana veli¢ina
standardized variable, 55

standardni chyba odhadu
standard error of the estimation, 145

standardni chyba priméru
standard error of the mean, SEM, 66

standardni chyby regresnich parametrti
standard errors of regression parameters,

146

standardni normalni rozdéleni
standard normal distribution, 55, 61

standardni regresni model
standard regression model, 161

statistickd definice pravdépodobnosti
statistical definition of probability, 40

statisticka indukce
statistical inference, 63, 147, 153

statisticka Setfeni
statistical surveys, 10

statistické jednotky
statistical units, 9

statistické testovani
statistical testing, 81

statistické testy v regresnim modelu
statistical tests in regression model, 146



statistické vyhodnocovani
statistical evaluation, 11

statisticky soubor
universe, 9

statistika
statistics, 8

sttedni absolutni chyba
mean absolute error, 181

stfedni absolutni chyba procentuélni
mean absolute percentage error, 181

stfedni hodnota
mean value, expected value, 45

stiedni chyba procentualni
mean percentage error, 181

stiedni kvadratické chyba
mean squared error, 180

Studentovo t-rozdéleni
Student t-distribution, 58, 67

studijni materidly
study materials, 5

stupné€ volnosti
degrees of freedom, 57, 119

Sturgestiv vzorec
Sturges rule, 12, 16

subjektivni pravdépodobnost
subjective probability, 40

systém normalnich rovnic
system of normal equations, 135

systematicky vybér
systematic sampling, 64

tabulka
table, 43

tabulka ANOVA
ANOVA table, 120

tabulka poctu voleb
table of options, 13

tabulka rozdéleni Cetnosti
distribution frequency table, 16

téma
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topic, 6

teoreticky a rezidualni soucet Ctvercii
teoretical and rezidual sum of squares,

161

teorie pravdépodobnosti
probability theory, 37

teorii spolehlivosti
reliability theory, 59

test nezavislosti dvou znaki
independence test of two characters, 115

test nezavislosti v kontingen¢ni tabulce
test of independence in contingency

table, 127
test o popula¢nim poméru
test of population proportion, 88, 96
test o popula¢nim primeéru
tests of population mean, 87

test o populacnim rozptylu
test of population variance, 87, 94

test o shod¢ dvou popula¢nich poméra
testing the equality of two population

proportions, 116

test o shod¢ poméra
test of conformity proportions, 126
test o shod¢ populacnich priméra
equality population means tests, 99

test o shod¢€ vice poméra
testing the equality of more population

proportions, 116

test statistické hypotézy
test of statistical hypothesis, 81

testovani nezdvislosti v  kontingenéni
tabulce
independence test in contingency table,

118

testovani statistickych hypotéz
statistical hypothesis testing, 80

testy dobré shody



goodness of fit tests, 113

testy o korela¢nich koeficientech

tests of correlation coefficients, 163

testy o popula¢nim prameéru
tests of population mean, 85

testy o regresnich parametrech
tests of regression parameters, 161

testy shody v R
agreement tests in R, 117

trendova slozka
trend component, 179

trendové funkce
trend functions, 180, 186

tfidéni a shrnovani dat
sorting and summarizing data, 11

tfidni rozd¢€leni Cetnosti
class frequency distribution, 16

tfidni znak
class character, 11

Tukeyova metoda
Tukey method, 121

Tukeyovo vicendsobné porovnavani

Tukey multiple comparison, 128, 129

tvary rozdéleni
distribution shapes, 11
ukoly
tasks, 5

umg¢lé proménné
dummy variables, 164, 170

uplna pravdépodobnost
total probability, 42, 49
uplny systém jevil
complete system of events, 38
uroven
level, 23
uspéch
success, 53
usporadana dvojice
ordered pair, 44
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vaha
weight, 35

variace
variation, 39, 49

variace s opakovanim
variations with repeating, 39

variaéni koeficient
coefficient of variation, 26

variacni rozpéti
range, 12, 24

vazeny pramér
weighted average, 23

vécna interpretace
material interpretation, 83

Vennovy diagramy
Venn diagrams, 38

vicefaktorova analyza rozptylu
multifactor ANOVA, 121

vicendsobna porovnavani
multiple comparisons, 121

vicerozmérna promeénna
multidimensional variable, 12

vicerozmérna regrese v R
multivariable regression in R, 164

vicerozmérné normalni rozdéleni
multivariate normal distribution, 59

vlastnosti aritmetického praméru
properties of arithmetic mean, 23, 35

vlastnosti distribu¢ni a pravdépodobnostni
funkce
properties of distribution function and

probability functions, 43

vlastnosti hustoty pravdépodobnosti
properties of probability density, 44

vlastnosti kombinacnich ¢isel
properties of combinatorial numbers, 40

vlastnosti rozptylu
properties of variance, 25, 35, 45

vlastnosti stiedni hodnoty



properties of the mean value, 45
vnitroskupinovy rozptyl
intragroup variance, 26

vnitroskupinovy soucet ¢tvercii
within-groups sum squares, 119

vybaveni telefonem
telephone equipment, 15
vybér
selection, 180

vybér bez vraceni
sampling without replacement, 39, 54, 64

vybér pravdépodobnostni
probability sampling, 10

vybér s vracenim
sampling with replacement, 38, 53, 64
vybér testového kritéria a jeho vybérové
rozde¢leni
selection of test statistic and his sample
distribution, 81

vybérova kovariance
sample covariance, 135
vybérova Setfeni
sample surveys, 63

vybérové charakteristiky
sample statistics, 65

vybérové rozdéleni
sample distribution, 65
vybérové Setfeni
sample survey, 64
vybérovy
sample, 25
vybérovy pomeér
sample proportion, 66
vybérovy prumér
sample mean, 65
vybérovy rozptyl
sample variance, 67

vybérovy soubor
sample, 9
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vybérovy thrn
sample sum (total), 66
vycerpavajici Setfeni
exhaustive survey, 64

vydatny odhad
efficient estimator, 70

vychyleni
bias, 69

vyklad
interpretation, 5

vyrovnand hodnota
fitted value, 181

vyrovnané hodnoty
fitted value, 120, 135

vysvétlujici veliina
explanatory variable, 133
vyska
height, 15

vzestupné
in ascending order, 117

vznik a vyznam statistiky
emergence and importance of statistics, 7

Wilcoxonova statistika
Wilcoxon statistic, 101

Wilcoxonovo dvojvybérové rozdeleni
Wilcoxon two-sample distribution, 103

Wilcoxontv dvouvybérovy test
Wilcoxon two-sample test, 109

Wilcoxontliv jednovybérovy test
Wilcoxon one-sample test, 89, 95

Wilcoxonlv parovy test
Wilcoxon paired test, 101, 110

zékladni ¢iselné charakteristiky
basic numerical characteristics, 137

zékladni jevovy prostor
basic space of events, 38

zéakladni soubor
population, 9

zékladni vlastnosti pravdépodobnosti



basic properties of probability, 41
zamérny vyber
judgment sampling, 64

zamitnout nulovou hypotézu
reject null hypothesis, 83

zaporné binomické rozdéleni
negative binomial distribution, 59

zaver testu
test conclusion, 83

zéavislé pokusy
dependent experiments, 38
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zavislost funk¢éni
functional dependence, 132

zavislost statisticka
statistical dependence, 132

zkouska
examination, 6

znaky
characteristics, 9

zobecnény dvouvybérovy t-test
generalized two-sample t-test, 99



