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Cil predmétu
Cilem predmétu je poskytnout studenttim zakladni znalosti z line4drni algebry, diferencial-

niho a integralniho poc¢tu funkce jedné realné proménné potiebné pti studiu specializova-
nych predméti a dale podat vyklad a objasnéni stézejnich metod a algoritmi.

Vystupy z uceni

Po absolvovani kurzu student samostatné vytesi zakladni tlohy z probirané latky (poci-
tani s vektory, maticemi a determinanty, feseni soustav linearnich rovnic, vlastnosti a grafy
elementarnich funkci, vypocet limity a derivace funkce, vySetfeni prubéhu funkce, vypocet
primitivni funkce, neurcitého integralu, metodou pifimou, per-partes, substitucni, vypocet
urc¢itého integralu a obsahu rovinného obrazce).

Zakladni okruhy studia

1. Vektor, vektorovy prostor;

2. Matice;

3. Determinanty;

4. Funkce jedné realné promeénné;
5. Funkce inverzni, skladani funkeci;
6. Limita funkce;

7. Derivace;

8. L’Hospitalovo pravidlo;

9. Primitivni funkce, neurcity integral;
10. Per partes;

11. Substituce;

12. Urcity integral;



13. Vypocet rovinného obsahu;

Studijni prtivodce

% - Klicové pojmy

ﬁ - Cile kapitoly

Z - Cas potiebny ke studiu kapitoly
E - Vyklad

O"‘ - Ukoly k zamysleni a diskuzi

e - Kli¢ k feSeni otazek

- Studijni materialy



Kapitola 1: VEKTORY

Iy
t Kli¢ové pojmy:

vektor, operace s vektory

i? Cile kapitoly:

e pochopeni pojmu vektor;

e znalost zakladnich vektorovych operaci.

Z Cas potiebny ke studiu kapitoly: 10 hodin

(=} Kiaq:

Definice: Vektor ¢ = (vy,vs,...,v,) - usporadana n-tice prvki.

Prvky vy, ..., v, nazyvame slozky vektoru.

Aritmetické operace s vektory:

Mé&jme vektory v = (v, va, ..., V,), W = (wy,ws, ..., w,) a konstantu k
s¢itani (odcitani) vektoru

T+w = (v £wy,..., v, Zw,)



nasobeni vektoru konstantou

ki = (kuvy,... ko)

skalarni soudin

n
U0 = v1.wy + Vg Wy + - - - F Uy Wy, = E Vi W;
=1

norma vektoru

|5 ll= \fo2 +u3 442

odchylka vektoru

vektorovy soudin - pouze pro 3-slozkové vektory v = (v, vq, v3), W = (wy, we, ws3)

VX W= (’Ug.wg — V3. Wq, —V1.W3 + V3. W1, V1. W2 — Ug.wl)

vektor v X w je kolmy na oba puvodni vektory v i w

jednotkovy vektor

|7 ]l=1
nulovy vektor

[ 7]=0
rovnobézné vektory

U=k
kolmé (ortogonéalni) vektory

vl =0



e Otazky a ukoly:
1. Spocitejme vektorovy soucin (1,2,3) x (4,5,6)
2. Spocitejme skalarni soucin (1,2, 3).(4,5,6)
3. Urcete vzajemnou polohu vektorti

(a) (1,2,1,-1),(1,1,-2,1)
(b) (1,2,1,-1),(3,6,3,—3)

0"‘ Kli¢ k reSeni otazek:
1. (1,2,3) x (4,5,6) = (2.6 — 3.5, —1.6 + 4.3, 1.5 — 2.4) = (—3,6, —3)
2. (1,2,3) x (4,5,6) = 1.4 + 2.5 + 3.6 = 32
3. (a) kolmé

(b) rovnobézné



Kapitola 2: VEKTOROVE PROSTORY

h
u Klic¢ové pojmy:

vektorovy prostor, linearni zavislost a nezavislost, baze a dimenze

{? Cile kapitoly:

e pochopeni pojmu vektorovy prostor;

e porozuméni souvislosti mezi bazi a dimenzi

Z Cas potiebny ke studiu kapitoly: 10 hodin

=} +xiad:

Definice: Vektorovy prostor V) - mnozina vsech k-slozkovych vektortd, na této mnoziné
k )
jsou zavedeny operace s¢itani vektort a nasobeni vektoru konstantou.

e Pro vektory v1,...,v, € Vi a konstanty ¢y, ..., ¢, nazyvame vektor
n
U=0c1.01 + Ca.03+ -+ + CpUy, = E c;.U;
=1

linearni kombinaci vektort v1, ..., v, s koeficienty ¢y, ..., c,.



e Vektory v1,...,v, € Vi nazveme linearné nezavislé, jestlize
v+ e+ -4, =0=c¢=0,...,¢, =0.
V opac¢ném ptipadé jsou linearné zavislé.

e Mnozina vektoru M = {vi,...,v, € Vi} generuje vektorovy prostor Vj, jestlize kazdy
vektor z vektorového prostoru Vj, lze ziskat jako linedrni kombinaci vektort vy, . . ., vy,

e Baze vektorového prostoru Vj - libovolna mnozina vektori, ktera je linearné nezavisla
a soucasné generuje prostor V.

e Dimenze vektorového prostoru Vj, oznacujeme dimV}, - pocet prvka baze.

Pozn. Plati dimV}, = k, tzn. kazdé baze prostoru V, je tvorena presné k vektory, které
musi byt linedrné nezavislé.

e Je-li uy, ..., u, baze prostoru V,,, pak kazdy vektor w € V,,

lze vyjadrit jako linearni kombinaci vektori z baze, tj.

W= cr.uy + -+ iy,

Koeficienty ¢y, ..., ¢, se nazyvaji soufadnice vektoru w v bazi u3, ..., U,

e Otazky a ukoly:
1. Jsou vektory (1,2),(2,5) linedrné zavislé nebo nezavislé?

2. Vytvoite linedrni kombinaci ¢ vektori v7 = (1,2),v3 = (0,1), 05 = (3,0) s koeficienty
C1 :4,02 = 1703 =—1



0_" Kli¢ k resSeni otazek:
1. Ovérime, zda je splnéna podminka linearni nezavislosti
c1-(1,2) +¢2.(2.5) =(0,0) = c;=c2 =0
Tj. resime soustavu dvou rovnic
c1+2c=0,2¢c; +5¢co =0 =

c1 = 0,c0 =0 = vektory jsou nezavislé

10



Kapitola 3: MATICE

Iy
t Kli¢ové pojmy:

matice, Gaussova eliminace, determinant, inverzni matice, maticové rovnice

i? Cile kapitoly:

e pochopeni pojmu matice;
e porozuméni maticovym vypoctum;

e FeSeni soustav linearnich rovnic.

Z Cas potiebny ke studiu kapitoly: 25 hodin

(=} xiaq:

Definice: Matice A typu m x n

13 Q2 apz -+ Qin

21 Q22 Q23 -+ Q2p
A=

Am1 Am2 Qm3 - Qmp

a;; prvky matice
1 fadkovy index
j sloupcovy index

11



Ctvercova matice Ay, - stejny pocet Ffadkd jako sloupcii.

Diagonala matice A, ., - tvofena vSemi prvky a;,i=1,...,n

Jednotkova matice E - na diagonale 1, vSude jinde 0, tj.

1 00
010
Jo-

Aritmetické operace s maticemi:

0
0

Méjme matice Ay, xn = (aij), Bmxn = (bij) a konstantu k

s¢itani (odc¢itani) matic

ap; £ by
(A + B)mxn =
Am1 j: bml
nasobeni matice konstantou
k:.au
(k. A)psxn =
k’.aml
matice transponovana
@11  Aa921
Q12  A22
T
(A )nxm = .
A1n  A2n

nasobeni matic

Q1n + bln

k:.aln

k.amn

Qm1
Am2

amn

Je-li Arsp, Bpxn, pak A.B = Cyxn, = (¢45), priCemz

p

Cij = 1.1 + aio.by; + -+ + aip.bp; = Z Qi -Dij

mocnina

pro ¢étvercové matice A2 = A.A, A3 = A.AA, ...

12
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Zjistovani linearni nezavislosti pomoci matice:
e Hodnost matice A - pocet jejich linearné nezavislych radki

e Algoritmus vypoctu- Gprava na schodovity tvar (kazdy nasledujici fadek za¢ina vétsim
po¢tem nul, nez predchozi) pomoci Gaussovy eliminace postupnym provadénim
tzv. ekvivalentnich tprav:

— zménit poradi radku
— vynasobit fadek nenulovou konstantou

— pricist k libovolnému radku kterykoli jiny radek

e Zavér: Ekvivalentni ipravy neméni hodnost matice, pficemz hodnost matice ve scho-
dovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych radki.

Ctvercové matice

Determinant - hodnota det A, kterou je mozno priradit kazdé ¢tvercové matici A,,x, tim,
Ze se seCte/odecte n! vyrazi vzniklych z jednotlivych prvka matice:

n=1
A = ( a1 )
detA = a1
n=2
A= ( ann  ai2 )
21 (22
detA = a11.A22 — A12.021
n=23

a1; Q12 Qi3
A= a21 A2z A23

ag1 asz 33

Saarusovo pravidlo

detA = A11.092.0433 + A12.023.031 + G13.091.039

—a11.423.32 — A13.022.A31 — 112.021.033

13



Plati:

e — vyménime-li v matici 2 fadky, v determinantu se zméni znaménko

— vynasobime-li Tddek matice konstantou ¢, zméni se o tento nasobek i hodnota
determinantu

— jestlize k fadku matice pficteme linearni kombinaci nékterych zbylych radki,
determinant se nezméni!!!

e determinant matice ve schodovitém tvaru je roven soucinu prvki na diagonale

Pro libovolny prvek a;; matice A, definujeme jeho algebraicky doplnék A;; = (—1)"+7 .detAgj,
kde Aﬁj je matice typu (n — 1) x (n — 1) vznikld z matice A vynechanim i-tého fadku a

7-tého sloupce.

Plati:

Pro pevné zvoleny i-ty fadek (¢i j-ty sloupec) je
detA = G/il.Aﬂ + aig.AiQ —+ -+ a'mAzn
= alj.Alj + CLQj.AQj R anj.Anj

Matice A, se nazve regularni pokud h(A) = n, singularni pokud h(A) < n

Pro matici A definujeme inverzni matici A=, ktera spliuje

AATT=ATA=F

Plati:
e je-li detA # 0, pak A~! existuje a matice A je regularni

e je-li detA = 0, pak A™! neexistuje a matice A je singularni

Vypocet inverzni matice:

e Pro matici A ziskdme matici adjungovanou adjA, kdyz kazdy prvek matice A nahra-
dime jeho algebraickym doplitkem a transponujeme. Pro regularni matici A je

_ 1 .
A7l = detA'adJA

e Pro ziskani matice X splnujici A.X = E upravujeme ekvivalentnimi Gpravami

(AlE)~...~(E]X)

14



Reseni maticovych rovnic

AX =B J.A7!
takto ano:
ATAX=A"'B
X=A"1'B

takto ne:

AXA1=BA!

Soustavy linearnich rovnic

soustava m linearnich rovnic o n neznamych:

a11.71 + a12.22 + a13.T3 + A1y - Ty — b1

A21.21 + A22.T2 + A23.73 + A2y Ty, = b2

Ap1-T1 + Qm2.-To + Qp3.T3 + Qn- T, = O,

matice soustavy:

a;x Q2 @3 - Qip
Q21 Q22 A23 -+ Q2
A=
Am1 Am2 Qm3 - Qmp
rozsifena matice soustavy:
ai;z a2 aiz - Qip | by
ag1 QAg2 A23 -+ Q2p | by
A* =

Am1 Qm2 Am3 - Qmp | bm

15



vektor pravé strany:

Sl
I

vektor neznamych:

8y
I

Maticovy zapis soustavy

Aan-fnxl = binx1
Plati: Frobeniova véta - soustava linedrnich rovnic mé feseni pravé tehdy kdyz h(A) =h(A*).
Podle Frobeniovy véty rozlisujeme néasledujici moznosti:
e h(A) #h(A*) = soustava nemé Feseni

e h(A)

h(A*) =n = 1 feSeni

e h(A) =h(A*) < n = oo FeSeni

Metody Teseni:
e Cramerovo pravidlo
Z matice A vytvofime pro j = 1,...,n matici A; tak, Ze v matici A
nahradime j-ty sloupec vektorem b. Pak feseni

7 detA

e Inverzni matice

Soustavu chapeme jako maticovou rovnici A.7 = b, kterou znamym zpiisobem vy-
fesime

e Gaussova eliminace
Pomoci ekvivalentnich tprav rozsifené matice prejdeme ke schodovitému tvaru

a z néj ziskame vysledek

16



e Otazky a ukoly:

1. Spocitejme hodnost matice

2. Spocitejme determinant matice

1 2 3
A= 4 5 6
0 -1 -2
3. Spocitejte soucin matic
2 01 1 31
1 01 011
01 2 110
4. Najdéte inverzi k matici
01 1
1 0 1
0 01

o M KIli¢ k FeSeni otazek:

1. Ekvivalentnimi tpravami prevedeme matici na schodovity tvar, pocet nenulovych
rfadkt ve schodovitém tvaru odpovida hodnosti matice

10 3 10 3 10 3
31 1|~|01 =8|~|01 =8 |=nA)=2
2 1 —2 01 -8 00 0

17



2. Podle Saarusova pravidla

det(A) = 1.5.(—2) +2.6.0 + 3.4.(=1) — 3.5.0 — 2.4.(—2) — 1.6.(~1) =0

3 7 2
3 2 41
2 31
01 -1
4 1 0 -1
00 1

18



Kapitola 4: FUNKCE

Iy
t Kli¢ové pojmy:

funkce, operace s funkcemi, graf

i? Cile kapitoly:

e pochopeni pojmu funkce;

e schopnost urcit defini¢ni obory;

e konstrukce grafi elementarnich funkci.

Z Cas potiebny ke studiu kapitoly: 25 hodin

=} +Klad:

Definice: Funkce f: A — B je predpis y = f(x), ktery prvku = z mnoziny A pfiradi
podle daného predpisu hodnotu y z mnoziny B tak, aby byla splnéna podminka

Vee A 3Ty e B tak, ze y = f(z).

Prvek z nazveme vzorem prvku y, prvek y obrazem prvku z. Mnozinu A nazyvame definic-
nim oborem funkce f a oznacujeme ji D(f). Mnozinu B nazyvame oborem hodnot funkce
f, oznac¢ujeme H(f).

19



Redalna funkce jedné redlné proménné — takova funkce y = f(x),
kde D(f) CR, H(f) CR.
x ... nezavisle proménna

Y ... zavisle proménna

Analytické vyjadreni funkce

e explicitni y = f(x)
e implicitni F(z,y) =0
e parametrické z = p(t), y = ¥(t)

Kazd4 explicitni funkce se da vyjadfit v implicitnim tvaru (y— f(x) = 0), ale opa¢né nikoli,
ne kazdou implicitni funkci lze vyjadrit explicitné.

Priklad

1)

par. frx =2t,y=6t—1 —
x x

ex. fry=3r—1 = im3xr—y—1=0

im3r—y—1=0 = ex fry=3r—1

rx=1t par. fre=t,y=3t—1

20



Graf funkce f = {[z, f(z)]:x € D(f)}

Zakladni operace s funkcemi:

Méjme funkce f, g definované na moziné A, konstantu c

Elementarni funkce:

séttani (f + g)(z) = f(z) + g(x)

odéitani (f — g)(x) = f(x) — g(x)

nasobeni (f.g)(x)

déleni (f/g)(x) = f(z)/g(z)

nasobeni konstantou (c.f)(z) = c.f(x)

konstantni

linearni

kvadraticka

kubicka

neprima umérnost

linearni lomena

racionalni lomena

y==k

y=ar+b

y = ar® +bx +c

y=ax®+bx®+cx+d

kde P(z),Q(z) jsou polynomy néjakého (obecné rizného) stupné

21



e druha odmocnina

y=

e tieti odmocnina

y=z

e exponencialni
y=a" a>0,a#1

e logaritmicka
y = log,x a>0,a#1

e goniometricka
sin, cos, tg, cotg

e cyklometricka
arcsin, arccos, arctg, arccotg

e absolutni hodnota

Vlastnosti funkeci:

Mame-li funkci f definovanou na mnoziné A, pak

f rostouci na mnoziné A, pokud

Vo, a9 € Arxy < 29 = f(x1) < f(22)

f klesajici na mnoziné A, pokud

Vxl,azg € Ail’l < Ty = f(l'l) > f(l'z)

f nerostouci na mnoziné A, pokud

le,:cg c A: T < Tog = f(.CC1> > f(.flfg)

f neklesajici na mnoziné A, pokud

Vo, 29 € Arxy < 29 = f(x1) < f(22)

e f omezend (ohranifend) na mnoziné A, pokud

dej,co e RV €A ¢ < fx) < o

22



e f suda na mnoziné A, pokud
Vr e A: f(z) = f(-x)
e f lichd na mnoziné A, pokud
Vo € A: f(z) = — f(~2)
e f periodickd na mnoziné A, pokud
PpeRp£0:VreA flx)=f(zx+p)
e f injektivni (prostd) na mnoziné A, pokud

Vg, g € Aiwy # 29 = f(x1) # f(22)

Dalsi operace s funkcemi:

Méjme funkce f: A — B, g: B — C, pak

e inverzni funkce f~!: B — A je takova, kterd spliiuje podminku

[y =z ey=f(z)

e slozena funkce go f: A — C' je urcena vztahem

(g0 f)(x) =g(f(x))
Pozn. Aby bylo moZno k funkci f definovat funkeci inverzni f~!, musi byt funkce f

injektivni!. Je-li f rostouci, pak i f=! je rostouci. Je-li f klesajici, pak i f~! je klesajici.
Daéle plati D(f) = H(f™'), H(f) = D(f™).

e Otazky a ukoly:

1. Najdéte defini¢ni obor funkce

" 5z —15

23



2. Pro funkce f, g vytvoite sloZzenou funkci h(z) = (f o g)(z)

X

fla) =

—3r+1
o g(r) =3z +

3. Najdéte defini¢ni obor funkce y = /1 — x2

4. Zjistéte inverzni funkci k funkci f:y =5+ 4x

0 M KI1i¢ k FeSeni otazek:

1. Jmenovatel zlomku nesmi byt roven nule. Zjistime pro kterda z jmenovatel je roven
nule, a tato x je pak nutno z defini¢niho oboru vytadit.
br—15=0=5bx=15=2=3= D(f) =R\ {3} = (—00,3) U (3,00)

3r+1 3 +1
3—2.(3z4+1) 1—6x

2. h(z) = (f o g)(x) = J(g() = (3 +1) =

24



Kapitola 5: LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

Iy
t Kli¢ové pojmy:

limita funkce, neurcité vyrazy, spojitost

i? Cile kapitoly:

e pochopeni pojmu limita;
e znalost pocetnich postupu pro vypocet limit;

e urcovani spojitosti.

Z Cas potiebny ke studiu kapitoly: 10 hodin

=} +Klad:

Definice:

e vlastni limita ve vlastnim bodé
lim, ., f(z) =L

Ve >0d6 >0 tak, ze Vr € R

O0<|z—x9|<d=|f(z)—L|<e

25



e nevlastni limita ve vlastnim bodé

lim, ., f(z) = 00

lim, . f(z) = —o0

Vh € R30 > 0 tak, ze Vx € R

O0<|z—x9|<d= f(x)>h

Vh € R30 > 0 tak, ze Vx € R

O<|z—azo|<d= f(z)<h

e vlastni limita v nevlastnim bodé

lim, .o f(x) =L

lim, , f(z)=1L

Ve > 0dk € R tak, ze Vx € R

r>k=|flzx)-L|<e

Ve > 0dk € R tak, ze Vx € R

r<k=|flzx)-L|<e

e nevlastni limita v nevlastnim bodé

lim, o f(x) = o0

lim, o f(z) = —oc0

lim, , o f(z) =00

Vh € Rdk € R tak, ze Vo € R

x>k= f(x)>h

Vh € Rdk € R tak, ze Vo € R

x>k= f(x)<h

Vh € Rdk € R tak, ze Vxr € R
r<k= f(x)>h

26



lim, , o f(z) =—00

Vh € Rdk € R tak, ze Vx € R

r<k= f(x)<h

Pro bod z zavedeme e-okoli bodu z jako mnozinu O, = (z — ¢,z + ¢€)
Pro bod z zavedeme prstencové d-okoli bodu z jako mnozinu P, = (z — 4, 2) U (2, 2+ )
Alternativni definice vlastni limity ve vlastnim bodé lim, ,,, f(z) = L

Vo € Py = (20 — 8, 20) U (20, 29 + 0)
je f(x) e Op=(L—¢,L+¢)

Pro pocitani limit plati!!!

k+o00=00, k—0o0=—00, 00+ 00 =00,
—00 — 00 = —00, k.00 = F00, 00.00 = 00,
k k
R:O,azi(}o, Voo =0

(pokud dané limity existuji)

Dale mame tzv. neurcité vyrazy, o jejichz hodnoté obecné nelze rozhodnout

0 o©

oo — OO, 6, g, 0.00,

T e 1 1\"
specialni limita: lim,_, (1 + —) =e
x

27



Jednostranné limity

limita zprava lim,_, .+ f(z) = L

Ve > 046 >0 tak, ze Vo € R

ro<zr<zo+d=|flr)—Ll<e

limita zleva lim,_, — f(z) = L

Ve > 030 >0 tak, ze Vx € R

ro—0<x<xzg=|flx)—LI<e

Plati:
lim, ., f(z) =L & limx_)xarf(x) = limgc_maf(x) =L

Spojitost funkce
Funkce f je spojita v bodé xq, pokud

lim, ., f(z) = f(z0).

Funkce f je spojita zleva v bodé xg, pokud

lim, . f(x) = f(z0).

Funkce f je spojita zprava v bodé zq, pokud

limxﬁxarf(x) = f(zo).
Funkce f je spojitd na intervalu I, pokud je spojita v kazdém vnitinim bodé intervalu

I, spojita zprava v jeho levém krajnim bodé a spojita zleva v jeho pravém krajnim
bodé (pokud tyto body do intervalu I patii).
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e Otazky a ukoly:

1.
. x?—4
hma:—>2 )
2.
I 2 —4
im0
T2 4 —3
3. .
lim,,
1m_>0:c2+6x
4.
. x2—4
im, oo
T3 -3

o M KIli¢ k FeSeni otazek:

1.
, 22 —4 0 , r—2)(zv+2 , x + 2
hmx—)Zm: [6] thx—>2( x)—(2 )— 1My 9 1 =4
2.
i 22 —4 [00} r ?(1—3) 1-0
im0 = |—| = lim,
T2 42 -3 loo T2+ 3) 2400
1
3. =
6
4. 0
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Kapitola 6: DERIVACE

Iy
t Kli¢ové pojmy:

derivace funkce, okamzita rychlost, rovnice teCny a normaly, L’Hospitalovo
pravidlo, pribéh funkce

i? Cile kapitoly:

e pochopeni pojmu derivace;
e pocetni postupy pro vypocet derivaci;

e schopnost uplatnit derivace v praktickych tlohach.

X Cas potiebny ke studiu kapitoly: 25 hodin

(=} +Kiaq:

Derivace funkce f v bodé z

o) = tim, o, =T

f(zo+h) — f(xo)
h

limy, g
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Geometricky smysl derivace:

Derivace funkce f v bodé xy udava smérnici tecny ke grafu funkce f v bodé zy, tj.

t:y = kx + q, kde k = smérnice tecny=f’(x¢) = tangens smérovéhlo tihlu te¢ny

Fyzikalni smysl derivace:

Mame-li funkci y = f(z), pak derivace f’(xy) uréuje okamzitou rychlost zmény veli¢iny
y v bodé zg. Je-li f'(x¢) > 0, hodnoty veli¢iny y v bodé zy rostou tim vice, ¢im vétsi je
[/ (x0); je-li f'(x0) < 0, hodnoty veli¢iny y v bodé z( klesaji tim vice, ¢im mensi je f'(xo)

Plati: Ma-li funkce f v bodé x( derivaci, potom je v tomto bodé spojita. Neni-li funkce f
v bodé xy spojita, potom nemé derivaci v bodé xg.
IAle neni pravda: spojita = ma derivaci!

napt. fry=|z |, xg =0.

Spojita v bodé 0 je:

Derivaci v bodé 0 nema:

liIn:z:~>0
nebot
| x
lim,_,o+ =lim, ,o+r— =1

x
. xr . —X

hmm_mf‘— =lim, ,p-— = —1

x x

Derivace funkce na intervalu: mé-li funkce y = f(x) derivaci v kazdém bodé otevieného
intervalu I, pak nova funkce ¥/ = f’(z) se nazyva derivace funkce f na intervalu I. Rikame,
ze funkce f je na intervalu I diferencovatelné.

Derivace elementarnich funkci
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4) y = cosz y = —sinz
1
5)y=t "=
)y = tgw V= s
1
6) y = cotgx = ——
sin“x
1
7)y = Inx y ==
x
8)y =e" y =e"
1
9) y = log,x y =
x.lna
10) y = a” y = a”.Ina
1
11) y = arcsinx Yy = —
V1—2?
1
12) y = arccosx =
)y y —
1
13) y = arctgx y =
1+ a2
1
14)y = t = —
) y = arccotgr Yy 22

Pravidla pro pocditani derivaci:

Mé¢jme funkce f, g a konstantu ¢ € R, pak

(c.f) (x) = c.f'(x)




Druha derivace funkce y = f(x) na otevieném intervalu I:

y'(x) = (f'(2)) = f(x)

tj. druh& derivace=derivace prvni derivace.

Treti derivace funkce y = f(x) na otevieném intervalu I:

y///(z) — (f//(x))/ — f///(x)

tj. treti derivace=derivace druhé derivace.

Aplikace diferencialniho poctu

1. Okamzita rychlost - pro funkci y = f(x) jeji derivace pfimo udava okamzitou zménu
hodnot veli¢iny .

2. Te¢na a normaéla - pro funkci y = f(z) a bod A = [z, yo] derivace vyjadiuje smérnici
tecny ke grafu funkce f v bodé A, z toho lze ke grafu odvodit rovnici te¢ny a normaly:
teCna t ma rovnici ve smérnicovém tvaru t : y = kx + ¢ o neznamych k, q. Smérnice
k = f'(x0), absolutni ¢len ¢ ziskdme s vyuzitim faktu, Ze bod [z¢, yo| leZi jak na grafu
funkce f, tak na tecné t, tj. yo = k.xo +q¢ = yo = f'(x0).x0+q¢ = q=yo — f'(x0).x0.
Tedy rovnice tecny je

t:y=f"(x0).(x —x0) + %0

Normala n je pfimka v bodé A kolma na tecnu, tedy i jeji smérovy vektor je kolmy
na smérovy vektor tecny, proto

(z —20) + 10

3. L’Hospitalovo pravidlo - vypocet limity z neurcitych vyrazi g, 22,00 — 00, ...
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oo
813

Y

Mé¢jme funkce f, g takové, Ze

nebo

Pokud

pak i

lim, ., f(z) = lim,_,,,g9(x) =0

lim, ., f(z) = lim,_,,,g(x) = £oo.

f'(z)
g'(x) b

limy

f@ _,

lim, ,, —= =
T g(x)

lim, g, f(2).9(z) =

limﬁcog(lx) _ [
2 2
Hmy ., [f(2) — g(x)] =
1 1
o(z) = mﬂl’(x) = m =
1 1
flz) = m»g(ﬂﬁ) = ¢($)] -
lim L - Lo
T—T0 90(33) w(x) -



4. Priubéh funkce - tloha ze zadaného funkéniho ptredpisu vytvorit graf funkce, prak-
ticky vypocet lze rozdélit do nekolika dil¢ich krokt

I. Defini¢ni obor

II. Intervaly, na nichz je funkce kladna ¢i zaporna

II1. Intervaly, na nichz je funkce rostouci ¢i klesajici

IV. Lokalni extrémy (lokdlni minimum, lokalni maximum)
V. Intervaly na nichz je funkce konvexni ¢i konkévni

VI. Inflexni body

VII. Asymptoty

Ad L
OK

Ad II.
f(z) >0, f(x) <0

Ad III.
Je-li f'(x) > 0 na intervalu I, pak funkce f je na intervalu I rostouci.
Je-li f'(x) < 0 na intervalu I, pak funkce f je na intervalu I klesajici.

Ad IV.

Lokalni extrémy mohou nastat pouze v bodech, kde derivace f neexistuje (ale samotna
funkce f je definovana) nebo v bodech, kde derivace je rovna nule (v tzv. stacionarnich
bodech). Plati: Je-lin € N, n > 1, f™(zg) # 0,f®(z¢) =0 pro k =2,...,n — 1, kde z,
je stacionarni bod, pak

- je-li n sudé a £ (zy) > 0 = minimum v bodé& g

- je-li n sudé a £ (zy) < 0 = maximum v bodé g

- je-li n liché a f™(x) > 0 = funkee je v bodé& x( rostouci

- je-li n liché a f((x) < 0 = funkece je v bodé x( klesajici
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Ad V.
Funkce f je na intervalu I konvexni, jestlize Vx|, xo, x5 € I

f(x2) — f(x1) < f(x3) — f(x2)

To — X1 T3 — X2

T < Ty < T3 =

Funkce f je na intervalu I konkavni, jestlize Vaq, x9, 23 € [

f(z2) — f(z1) > f(%) — f(z2)

To — 1 xr3 — T2

1 < Ty < X3 =

Je-li f”(x) > 0 na intervalu I, pak funkce f je na intervalu I konvexni.
Je-li f”(x) < 0 na intervalu I, pak funkce f je na intervalu / konkavni.

Ad VL

Inflexni bod funkce f je takovy bod, ve kterém se funkce méni z konvexni na konkavni
nebo naopak.

Inflexe miiZe nastat pouze v bodech, kde druh4 derivace f neexistuje (ale prvni derivace
f existuje) nebo v bodech, kde druhd derivace je rovna nule. Plati:

Jellin € N, n > 2 f™(x0) #0,f*%(29) =0pro k=3,...,n—1, pak
- je-li n sudé a £ (zy) > 0 = konvexnost v bodé z

- je-li n sudé a £ (xy) < 0 = konkavnost v bodé x

- je-li n liché = inflexe v bodé x

Ad VIIL

Piimka =z = =z, je asymptota bez smérnice, jestlize nékterd z limit lim Lt f(z),
lim, . - f(z) je nevlastni. NejCastéji takova asymptota nastava v izolovanych bodech vy-
louc¢enych z defini¢niho oboru.

Primka y = ax + b je asymptota se smérnici, jestlize

/()

limgHiooT =a, lim,,i(f(x)—az)=

Pozn.

V nékterych typech prikladii namisto lokalnich extrémt zkoumame extrémy absolutni,
tj. extrémy na néjaké mnoziné (nejéastéji na uzavieném intervalu).

Plati (Weierstrassova véta): Funkce f(x) spojitd na uzavieném intervalu I mé na tomto
intervalu absolutni extrémy, které se mohou vyskytnout pouze ve stacionarnich bodech
funkce f (pokud staciondrni body patii do intervalu /) nebo v krajnich bodech intervalu I.
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e Otazky a ukoly:
1. Zderivujte funkci y = sin®*(3z + 1)
2. Najdéte rovnici teény ke grafu funkce f:y = 2% + 1 v bodé [xg,y0] = [1, 7]
3. Zderivujte y = sin(2z + 4)

4. Najdéte stacionarni body funkce y = 23 — %xQ + 6z

o M Kli¢ k FeSeni otazek:

1.
y = 2sin' (3z + 1).[sin(3z + 1)]' = 2sin(3z + 1).cos(3z + 1).[3x + 1] =

2sin(3x + 1).cos(3z + 1).3 = 6sin(3z + 1).cos(3z + 1)

2. Nejprve dopocitame bod 1, jako funkéni hodnotu v bodé xg
Yo=f(rg)=a2+1=1>+1=2
Te¢na bude mit rovnici t:y = kx + ¢, k zjistime jako f'(zy)
flley=2cx=k=f(1)=21=
q zjistime dosazenim bodu [z, yo] do rovnice tecny
2=214+qg=q=0

Tedy tecna ma rovnici t:y = 2x

3. 2cos(2x + 4)
4. x=1,x=2
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Kapitola 7: INTEGRALY

h
u Klic¢ové pojmy:

primitivni funkce, neurcity integral, urcity integral, per partes, substituce

{? Cile kapitoly:

e pochopeni pojmu integral,

e znalost pocetnich postupu pro vypocet integrali,

e vypocet obsahu plochy pod kfivkou.

X Cas potiebny ke studiu kapitoly: 25 hodin

=} +xiad:

Definice:

Funkce F:I — R se nazyva primitivni funkce k funkci f na intervalu I, jestlize
Vo € I plati F'(xz) = f(z). Je-li F' primitivni funkce k funkci /' a ¢ € R, pak i F' + ¢
je primitivni k funkci f. Mnozinu vSech primitivnich funkci {F' + ¢ | ¢ € R} k funkei f
oznacujeme symbolem [ f(z)dx a nazgvame ji neuréity integral. Zapisujeme

/f(x)dx = F(z)+c,

konstantu ¢ nazyvame integracni konstanta.
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Priklad

Funkce F(z) = % je primitivni k funkci f(x) = 22, nebot F’(z)

Stejné tak F(x) = %—3 + 1 je primitivni k funkci f(z) = 2%, nebot F'(z) = 2%

f(z). Tedy

3
/xQdm:%+c

Integraly elementarnich funkci

l.nJrl
1) /m" dr = 7 +c¢ (plati pro n # —111)
1
2) /—d:czln|x]+c
T
3) /sinx dx = —coszx + ¢

4) /cosx dx = sinz + ¢

1
5)/ dr = tgr + ¢

cos2x

1
6) / dx = —cotgzr + ¢

sinz
7) /exdx:exjtc

8) /azdx:a—+c

lna

dx = arcsinx + ¢

) | =

dx = arccosz + ¢

) [ =

1
11) / 2 dx = arctgr + ¢

-1
12) / T2 dx = arccotgr + ¢
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Pravidlo pro pocitani integralu:

Méjme funkce f, g a konstanty a,b € R, pak
/a.f(x) +b.g(x) de = a/f(x) dr + b./g(x) dx

Integra¢ni metody

Per partes

/u.v' dr = u.v — /u’.v dz

Substituce
[ et @) do =
dt
‘gp(x) =t=¢(x)de =1t dt = dox = ()
— [ 1) a
Pozn. Typické pouziti substituce:
fla)
J i -
dt
‘f(x):téf’(x) dx:dtédx:m
_ () dt
_ / L i =l =l p )] e

Urdity integral

/a ’ f(a) dz

uréuje obsah plochy P mezi kladnou funkci f a osou z na intervalu (a, b). Cislo a nazjvame
dolni integra¢ni mez, ¢islo b horni integra¢ni mez.
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Newton-Leibnitzova formule (zpisob vypo¢tu uréitého integralu):

Je-li F' primitivni funkce k funkci f na intervalu (a,b), pak

/ f(x) de = F(b) - F(a) = [F(x)]!

Metoda per patres pro urcity integral

b b
/ wy' de = [u.v]” —/ v dz

Substituce pro urcity integral

B8
/ F (@) (z) de =

- [

kde a = p(a),b = ¢(B).

Urdcity integral

/abf(x) dx

je geometricky definovan pro kladnou funkci f a pro a < b. Lze jej vSak prislusnymi inte-
gra¢nimi metodami pocitat bez téchto omezeni, tedy i pro 'nekladnou’ funkci f, i pro a > b.

Plati
/af@) dx = [F(z)], = F(a) — F(a) =0

| e do = (PG = Fla) ~ Fb) -

Dale plati
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Aplikace integralniho poctu
Obsah plochy

- mezi kladnou funkei f a osou x

P:/abf(:c)dx

- mezi dvéma funkcemi f a g

b
P= [ fo) - g(a) o

- mezi osou = a zapornou funkci f

P:—/abf(x)dx

e Otazky a ukoly:

1.
Inz

—dz

T

2. Zjistéte obsah plochy mezi osou x, osou y a piimkou y =1 — 2x

/5x4—2x3dx
1
d
/2x+3 v

3.
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0 M KI1i¢ k FeSeni otazek:

1.
1
Int =t= —der =dt = dz = zdt| =
T
t 12 In’z
/;.mdt—/tdt—E—T—i—C
2.
2 1 1 1
P=|[ 1-2zde=[z—2a"]2=2—--
/0 rdr=[r - =12
3. A
x5—%+c
4.

1
§1n|2:17 +3| +c
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